
Heurı́stica Lagrangeana para o Problema de
Traffic Groomingem RedesÓticas WDM
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Abstract. In a wavelength division multiplexing (WDM) optical network, each
wavelength can carry several lower-rate traffic streams. The problem of com-
bining low speed traffic streams into high speed ones in orderto fully explore
available capacity has been called Traffic Grooming Problem(TGP). In this pa-
per,TGP in WDM optical networks regardless of underlying physical topology
is investigated. The problem is formulated as an integer linear program and two
versions of a Lagrangian-based heuristic are presented. This heuristic divides
the original problem into simple subproblems which are solved independently.
Computational experiments show that our Lagrangian-based heuristic can ob-
tained better results than other heuristics presented in the literature.

Resumo.Em uma redéotica utilizando multiplexaç̃ao por divis̃ao de compri-
mento de onda (WDM – Wavelength Division Multiplexing), cada comprimento
de onda pode transportar vários tráfegos de baixa velocidade. O problema
de se combinar os tráfegos de baixa velocidade de modo a se obter uma me-
lhor ocupaç̃ao da capacidade de transporte disponı́vel é conhecido na litera-
tura como Traffic Grooming Problem (TGP). Neste artigo, investiga-se oTGP
em redeśoticasWDM independentemente da topologia fı́sica subjacente. Para
tanto, apresenta-se uma formulação do problema atrav́es de um programa li-
near inteiro (PLI ), além de duas versões de uma heurı́stica lagrangeana (HL )
para sua resoluç̃ao. Essa heurı́stica divide o problema original em subproble-
mas mais simples que são resolvidos de forma independente. Os experimentos
computacionais indicam que aHL é capaz de obter resultados melhores que
outras heuŕısticas encontradas na literatura.

1. Introdução

A multiplexaç̃ao por divis̃ao de comprimento de onda (WDM –“wavelength division
multiplexing”) tem se estabelecido como uma técnica extremamentéutil e poderosa a ser
utilizada no planejamento, projeto e implementação das atuais redeśoticas, na medida
que seu uso permite um aumento da capacidade de transmissão atrav́es das fibraśoticas.
Atrasos normalmente devidosàs limitaç̃oes de velocidade dos componentes eletrônicos
localizados nos ńos da rede passariam a ser superados através do uso de diferentes compri-
mentos de onda para o estabelecimento de “canais independentes” no mesmo meio fı́sico,
isto é, na mesma fibra [Dutta and Rouskas 2000]. Além disso, em virtude da limitação do
número de comprimentos de onda disponı́veis na tecnologia atual, nãoé viável se atribuir
um comprimento de onda exclusivo para cada tráfego a ser transportado. Dessa forma,



de modo a se obter uma solução víavel e mais barata para o problema, deve-se procurar
combinar v́arios tŕafegos de baixa velocidade de modo a se obter uma melhor ocupação da
capacidade de transporte disponı́vel, por exemplo atrav́es da multiplexaç̃ao por divis̃ao de
tempo (TDM –“time division multiplexing”). Além do mais, esse procedimento deve ser
realizado de maneira a minimizar a necessidade e uso de conversoresótico-eletro-́oticos
(O–E–O) nos elementos intermediários do trajeto que liga a origem de um dado tráfego
ao seu destino.

Esse problema de se combinar os tráfegos de baixa velocidade em tráfegos de alta
velocidade, bem como estabelecer seu roteamento, tem sido designado deTraffic Groo-
ming Problem(TGP) na literatura e, recentemente, tem sido alvo de estudo de vários auto-
res, especialmente para topologias em anel [Wang et al. 2001, Dutta and Rouskas 2002].
A maioria desses trabalhos explora o uso de técnicas heurı́sticas na resolução desse pro-
blema. Mais recentemente, alguns trabalhos passaram a lidar com topologias irregulares,
como, por exemplo, [Zhu and Mukherjee 2002]. Vale também mencionar que o problema
de projeto de uma topologia lógica (ou virtual)́e NP-dif́ıcil mesmo para o caso em que a
topologia f́ısicaé dada por um simples anel [Dutta and Rouskas 2000].

Neste artigo, uma heurı́stica baseada na relaxação lagrangeanáe apresentada e
aplicada aoTGP em redesóticasWDM independentemente da topologia fı́sica sub-
jacente. Para tanto,TGP foi formulado atrav́es de um programa linear inteiro (PLI )
utilizando-se uma representação da topologia de rede através de um grafo em camadas. A
relaxaç̃ao lagrangeana foi usada para se gerar limites inferiores a serem utilizados em um
procedimento de busca. Uma heurı́stica que se utiliza de informações dos limites inferio-
res para obtenção de limites superiores de “boa qualidade” também foi desenvolvida. Os
resultados obtidos foram superiores se comparados aos de outra abordagem encontrada
na literatura.

O restante deste artigo está organizado da seguinte forma. A seção 2 descreve
a construç̃ao de uma representação em camadas para a topologia de rede. Em seguida,
apresenta-se a formulação mateḿatica doTGP na seç̃ao 3. A heuŕıstica lagrangeanáe
descrita na seção 4, enquanto que os resultados dos experimentos computacionais s̃ao
descritos na seção 5. Finalmente, a seção 6 sumariza os principais resultados obtidos
neste artigo.

2. Representaç̃ao através de um Grafo em Camadas

Apesar de um grafo ñao direcionado ser suficiente para representar as informações b́asicas
sobre a topologia de uma redeótica (istoé, a disposiç̃ao dos componentesóticos e de suas
interconex̃oes), ele ñao permite a representação dos componentes internos (multiplexado-
res e comutadores) dos elementos da rede. Tal representação se torna necessária para se
modelar oTGP.

Para tanto, cada nó da rede original será subdividido em v́arios outros, sendo re-
presentado na realidade por um conjunto de nós e arcos (ver Fig. 1). Para cada nó da rede
original haveŕa sempre um ńo (denominado ńo deadd-drop) para representar o “meca-
nismo” deadd-dropde cada elemento da rede, por exemplo, a parte elétrica/eletr̂onica do
mesmo. Aĺem disso, para cada porta de E/S de um nó da rede original, um par de nós
seŕa adicionado ao grafo (um representando a porta de entrada e ooutro, a porta de saı́da).
Estes ńos s̃ao denominados nósóticos, sendo que todos os nósóticos que pertencem a um
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mesmo ńo da rede original serão conectados ao nó deadd-dropdesse elemento da rede.
Estas conex̃oes s̃ao usadas para representar os multiplexadores deadd-dropexistentes no
elemento em questão e est̃ao representadas na Figura 1 através de linhas cheias saindo ou
entrando no ńo deadd-drop. Finalmente todos os nós óticos de entrada que pertencem
ao mesmo elemento da rede também s̃ao conectados a todos os nósóticos de sáıda (com
exceç̃ao daquele utilizado na representação da mesma porta de E/S) para se representar a
capacidade de se rotear um comprimento de onda sem a necessidade de conversão O–E–
O (ótico-eletro-́otica). Na Figura 1 estas conexões est̃ao representadas através de linhas
pontilhadas entre os nósóticos de entrada e saı́da.

Baseado nessa representação estendida de cada elemento da rede, uma representa-
ção da topologia de rede através de um grafo em camadasé constrúıda da seguinte forma.
Cadalambda(ou comprimento de onda) será representado por uma camada distinta. Os
nós óticos da representação estendida serão duplicados em cada camada, bem como as
conex̃oes (arcos) entre eles. Já cada um dos ńos deadd-drop, por sua vez, será mantido
inalterado sem contudo estar associado a nenhuma camada em particular. As conex̃oes
entre estes e as duplicatas dos nósóticos ser̃ao estabelecidas da seguinte forma: para cada
arco saindo do ńo deadd-dropi e entrando no ńo ótico j da representação estendida será
adicionado um arco distinto entre o correspondente nó deadd-dropda representação em
camadas e cada uma das duplicatas do nó óticoj. De forma ańaloga, para cada arco saindo
do ńo ótico j e entrando no ńo deadd-dropi da representação estendida será adicionado
um arco distinto entre cada uma das duplicatas do nó ótico j e o correspondente nó de
add-dropda representação em camadas. Para a representação inicial da topologia — grafo
não direcionado — de uma rede com apenas dois nós exibida na Figura 2(a), obtém-se,
aṕos a adic̃ao dos ńos óticos e de suas conexões, conforme descrito anteriormente, a
representaç̃ao estendida mostrada na Figura 2(b). Caso o número total delambdas(ou
comprimentos de onda) disponı́veis seja igual a 2, deve-se duplicar o conjunto de nós
óticos, bem como suas interconexões, de modo a se obter uma representação em camadas
a partir da representação estendida. Além disso, deve-se realizar a conexão de cada ńo de
add-dropcom os respectivos nósóticos em cada camada, como descrito anteriormente. A
Figura 2(c) exibe a representação em camadas correspondente a representação estendida
da Figura 2(b) considerando um disponibilidade de 2lambdas. Em tal figura, os ńosóticos
pertencentes a mesma camada, istoé, que se utilizam do mesmolambda, encontram-se
agrupados através de um ret̂angulo pontilhado.

3. Formulação Matemática do TGP

A seguinte notaç̃ao é utilizada na formulaç̃ao mateḿatica do TGP para uma rede
ótica cuja topologiáe representada através de um grafo em camadasG = (N,A):
N conjunto de ńos da representação em camadas, tal queN = N e ∪ N o, em que

N e representa o conjunto de nós deadd-dropeN o, o conjunto de ńosóticos;
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A conjunto de arcos da representação em camadas;
P conjunto de requisiç̃oes de tŕafego,P = {tp = (sp, dp, fp,mp)}, np representa

o número total de requisiç̃oes;
sp origem da requisiç̃ao de tŕafegotp ∈ P ;
dp destino da requisiç̃ao de tŕafegotp ∈ P ;
fp demanda de tráfego da requisiç̃aotp ∈ P ;
mp quantidade ḿaxima de tŕafego da requisiç̃ao tp ∈ P que pode ser

transportada através de umlambda;
cℓ custo de alocaç̃ao do arcoℓ ∈ A;
∆ capacidade total de um comprimento de onda,∆ = mmc1{ mp | ∀tp ∈ P};
δp contribuiç̃ao (ou ocupaç̃ao) correspondente a uma unidade de tráfego transpor-

tada em umlambda, δp = ∆/mp,∀tp ∈ P .

Em verdade,P é um multiconjunto, istóe,P pode conter elementos iguais. Além
disso, as seguintes variáveis ser̃ao utilizadas na formulação condensada doTGP:

fp
ℓ quantidade de tráfego da requisiç̃aotp ∈ P no arcoℓ ∈ A;

wℓ indica o uso do arcoℓ ∈ A no transporte de algum tráfego, istoé, indica
se o arco pertence ou nãoà topologia virtual.

Por fim, A+(i) é utilizado para representar o conjunto de todos arcos que saem
de um ńo i ∈ N , isto é, A+(i) = {ℓ ∈ A | ℓ = (i, j), j ∈ N},∀i ∈ N , enquanto
queA−(i) representa o conjunto de todos os arcos que chegam em um nó i ∈ N , isto é,
A−(i) = {ℓ ∈ A | ℓ = (j, i), j ∈ N},∀i ∈ N .

Dessa forma, oTGP pode ser formulado através de umPLI dado por:

(TGP) min
∑

ℓ∈A

cℓ wℓ (1a)

sujeito a:
∑

ℓ∈A+(i)

fp
ℓ −

∑

ℓ∈A−(i)

fp
ℓ = bp

i ,∀tp ∈ P,∀i ∈ N (1b)

∑

ℓ∈A+(i)

wℓ −
∑

ℓ∈A−(i)

wℓ = 0 ,∀i ∈ N o (1c)

1Mı́nimo múltiplo comum.



∑

tp∈P

δp fp
ℓ ≤ ∆ wℓ ,∀ℓ ∈ A (1d)

fp
ℓ ≥ 0 ,∀tp ∈ P,∀ℓ ∈ A (1e)

wℓ ∈ {0, 1} ,∀ℓ ∈ A (1f)

fp
ℓ inteiro ,∀tp ∈ P,∀ℓ ∈ A (1g)

em quebp
i é dado por:

bp
i =











fp , sei = sp

−fp , sei = dp

0 , sei 6= sp 6= dp

,∀tp ∈ P,∀i ∈ N .

A função objetivo dada por (1a) procura minimizar o custo total de utilização/alo-
caç̃ao dos arcos da representação em camadas. As restrições (1b) garantem a conservação
de fluxo para todos os nós da representação em camadas. Já as restriç̃oes (1c) garantem
que a quantidade de arcos alocados que saem de um nó óticoé igual a quantidade de arcos
alocados que chegam no mesmo nó, sendo, portanto, responsáveis pela continuidade dos
lightpaths. As restriç̃oes (1d), por sua vez, impõem um limite sobre o volume total de
tráfego transportado através de um arcoℓ ∈ A, além de estabelecer uma ligação entre
as varíaveis de fluxo (fp

ℓ ) e de decis̃ao (wℓ). Finalmente, as restrições (1e), (1f) e (1g)
definem as variáveis de fluxo (fp

ℓ ) como varíaveis inteiras e ñao negativas, enquanto que
as varíaveis de decis̃ao (wℓ) são definidas como bińarias.

4. Heuŕıstica Lagrangeana

Uma heuŕıstica lagrangeana (HL ) pode ser vista como uma restrição da implementação
de um algoritmo debranch-and-boundcompleto, em que se explora apenas o nó inicial
(correspondente ao problema original). Nesse procedimento iterativo, procura-se produ-
zir uma seqûencia de limitantes inferiores e superiores para a solução do problema de
modo que, durante todo o processo, se possa avaliar a qualidade das soluç̃oes víaveis en-
contradas. Sendo assim, oTGP foi relaxado (via relaxaç̃ao lagrangeana) para o cálculo
de limites inferiores conforme descrito adiante e utilizou-se o ḿetodo de subgradientes
para implementaç̃ao de um procedimento de busca (maximização dos limites inferiores).
Durante tal busca, uma heurı́stica “gulosa” baseada no cálculo de caminhos ḿınimos foi
utilizada para a obtenção de novas soluções víaveis (limites superiores) para o problema.

O Algoritmo 1 descreve o funcionamento daHL cujos detalhes de implementação
são dados a seguir.

4.1. Limite Inferior

De modo a se realizar a relaxação lagrangeana, um vetor de multiplicadores de Lagrange
π, tal queπp

i ∈ R,∀tp ∈ P,∀i ∈ N , é associadòas restriç̃oes de conservação de fluxo dos
nós – restriç̃oes (1b). J́a as restriç̃oes que limitam a capacidade dos arcos – restrições (1d),
são associadas a um vetor de multiplicadores de Lagrangeλ, tal queλℓ ∈ R,∀ℓ ∈ A.

4.1.1. Relaxaç̃ao #1

No primeiro limite inferior,LTGP
1 , s̃ao relaxadas apenas as restrições (1d). Isto resulta

na eliminaç̃ao do relacionamento entre as variáveis de fluxo e de decisão. Mais ainda,



Algoritmo 1 Heuŕıstica Lagrangeana
procedure HL

Â0 ← A
L̂← CALCULA L IMITE SUPERIOR(Â0) ⊲ Determina se existe solução
if L̂ = +∞ then

PARE ⊲ Problemáe inviável
end if
L̂min ← L̂ ⊲ Inicializa melhor limite superior

MultLagrange← INICIALIZA MULTLAGRANGE( ) ⊲ Inicializa multiplicadores
L← CALCULA L IMITE INFERIOR(MultLagrange)
Lmax ← L ⊲ Inicializa melhor limite inferior

Â0 ← {ℓ ∈ A | w̄ℓ = 1}
L̂← CALCULA L IMITE SUPERIOR(Â0) ⊲ Procura novo limite superior
L̂min ← min{ L̂min , L̂ }

Gap← (L̂min − Lmax)/L̂min ⊲ Calculagap de dualidade
Iter← 1
Non Increasing← 0
σ ← 1,1
while (Gap> ǫ1) and (σ > ǫ2) and (Iter < Max Iter) do

if Non Increasing> Max Non Increasingthen
σ ← σ/2
Non Increasing← 0

end if
ξ ← CALCULA SUBGRADIENTES( )
if ‖ ξ ‖ < ǫ3 then ⊲ Verifica se subgradientée nulo

PARE
end if
t← CALCULATAMANHO PASSO(σ, ξ, L, L̂min)
MultLagrange← ATUALIZA MULTLAGRANGE(MultLagrange, t, ξ)

L← CALCULA L IMITE INFERIOR(MultLagrange)
if L > Lmax then ⊲ Verifica se novo limite inferioŕe melhor

Lmax ← L ⊲ Atualiza melhor limite inferior
σ ← 1,1
Non Increasing← 0

end if

Â0 ← {ℓ ∈ A | w̄ℓ = 1}
L̂← CALCULA L IMITE SUPERIOR(Â0) ⊲ Procura novo limite superior
L̂min ← min{ L̂min , L̂ }

Gap← (L̂min − Lmax)/L̂min ⊲ Recalculagap de dualidade
Iter← Iter +1

end while
end procedure



as varíaveis de fluxo tamb́em deixam de ser interdependentes pois essas restrições s̃ao
responśaveis pelo limite sobre o volume total de tráfego transportado através de um arco.

Dessa forma, o primeiro limite inferior,LTGP
1 , pode ser formulado da seguinte

maneira:

LTGP
1 (λ) = min

∑

ℓ∈A

cℓ wℓ +
∑

ℓ∈A

λℓ





∑

tp∈P

δp fp
ℓ −∆ wℓ





sujeito a: (1b), (1c), (1e), (1f) e (1g).

Rearranjando os termos acima, pode-se reescrever o primeirolimite inferior como
dois subproblemas disjuntos da seguinte forma:

LTGP
1 (λ) = LTGP

1W (λ) + LTGP
1F (λ) (2)

em que:

LTGP
1W (λ) = min

∑

ℓ∈A

(cℓ −∆λℓ) wℓ

sujeito a: (1c) e (1f).

LTGP
1F (λ) = min

∑

tp∈P

∑

ℓ∈A

δp λℓ fp
ℓ

sujeito a: (1b), (1e) e (1g).

O primeiro subproblema (determinação da topologia virtual),LTGP
1W , deve ser so-

lucionado atrav́es da resoluç̃ao de um problema de fluxo de custo mı́nimo. Antes poŕem,
para se obter uma solução relaxada mais próxima da efetiva soluç̃ao do problema, deve-
se agregar as restrições (3a) e (3b) – inequações v́alidas –à formulaç̃ao do subproblema
LTGP

1W dada anteriormente.

∑

ℓ∈A+(i)

wℓ ≥ βi ,∀i ∈N e (3a)

∑

ℓ∈A−(i)

wℓ ≥ γi ,∀i ∈N e (3b)

em queβi e γi,∀i ∈ N e, representam o ńumero ḿınimo de arcos necessários para se
transportar, respectivamente, todo o tráfego originado e destinado a cada nó deadd-drop
e s̃ao dados pelas seguintes expressões:

βi =









∑

tp∈P | sp=i

fp

mp









,∀i ∈ N e, γi =









∑

tp∈P | dp=i

fp

mp









,∀i ∈ N e.

Como mencionado anteriormente, o subproblemaLTGP
1W (λ) pode ser solucionado

atrav́es da resoluç̃ao de um problema de fluxo de custo mı́nimo. Nessa abordagem as
facilidades instaladas nos arcos, istoé, oslambdasser̃ao tratados como uḿunico tipo de
produto que deve fluir entre os nós de oferta e de demanda através de caminhos disjuntos,
de modo a prevenir obloqueio.

Sejaw̄ℓ os valores das variáveis de decis̃ao obtidos a partir da resolução do pro-
blema de fluxo de custo ḿınimo. Desse modo o valor da solução do primeiro subpro-
blema,LTGP

1W , é dado por:

LTGP
1W (λ) =

∑

ℓ∈A

(cℓ −∆λℓ) w̄ℓ. (4)



Por sua vez, o segundo subproblema (roteamento de tráfego),LTGP
1F (λ), pode ser

decomposto emnp = |P | problemas independentes de modo que:

LTGP
1F (λ) =

∑

tp∈P

δp LTGP
1Fp

(λ) (5)

em que para cada requisição de tŕafegotp ∈ P :

LTGP
1Fp

(λ) = min
∑

ℓ∈A

λℓ fp
ℓ (6a)

sujeito a:
∑

ℓ∈A+(i)

fp
ℓ −

∑

ℓ∈A−(i)

fp
ℓ = bp

i ,∀i ∈ N (6b)

fp
ℓ ≥ 0 ,∀ℓ ∈ A (6c)

fp
ℓ inteiro ,∀ℓ ∈ A (6d)

Cada um dos subproblemas de roteamentoLTGP
1Fp

(λ) pode ser resolvido através
do ćalculo do caminho ḿınimo entre o ńo de origemsp e o ńo de destinodp de cada
requisiç̃ao. Define-seCp como o conjunto de arcos pertencentes ao caminho mı́nimo
entresp edp calculado utilizando-seλℓ como custo de cada arco. Sendo assim, a solução
do segundo subproblema pode ser obtida roteando-se cada requisição tp ∈ P atrav́es do
caminho ḿınimoCp. Sejaf̄p

ℓ os valores obtidos, dessa maneira, para as variáveis de fluxo.
Desse modo o valor da solução do segundo subproblema,LTGP

1F , é dado por:

LTGP
1F (λ) =

∑

tp ∈P

δp

∑

ℓ∈A

λℓ f̄p
ℓ =

∑

tp ∈P

δp

∑

ℓ∈Cp

(λℓ fp) =
∑

tp ∈P

δp fp





∑

ℓ∈Cp

λℓ



. (7)

Portanto, o valor total do primeiro limite inferioré dado por:

LTGP
1 (λ) = LTGP

1W (λ) + LTGP
1F (λ) =

∑

ℓ∈A

(cℓ −∆λℓ) w̄ℓ +
∑

tp∈P

δp fp





∑

ℓ∈Cp

λℓ



. (8)

4.1.2. Relaxaç̃ao #2

No segundo limite inferior,LTGP
2 , s̃ao relaxadas as restrições (1d), juntamente com as

restriç̃oes de conservação de fluxo (1b), sendo formulado da seguinte maneira:

LTGP
2 (π, λ) = min

∑

ℓ∈A

cℓ wℓ +
∑

tp∈P

∑

i∈N

πp
i





∑

ℓ∈A+(i)

fp
ℓ −

∑

ℓ∈A−(i)

fp
ℓ − bp

i



 +

∑

ℓ∈A

λℓ





∑

tp∈P

δp fp
ℓ −∆ wℓ





sujeito a: (1c), (1e), (1f) e (1g).

Rearranjando os termos acima, pode-se reescrever o segundo limite inferior como
dois subproblemas disjuntos da seguinte forma:

LTGP
2 (π, λ) = LTGP

2W (λ) + LTGP
2F (π, λ) +

∑

tp∈P

(πp
dp
− πp

sp
)fp (9)

em que:



LTGP
2W (λ) = min

∑

ℓ∈A

(cℓ −∆λℓ) wℓ

sujeito a: (1c) e (1f).

LTGP
2F (π, λ) =

∑

tp∈P

∑

ℓ∈A

c̃p
ℓ fp

ℓ

sujeito a: (1e) e (1g).

em quẽcp
ℓ = δpλℓ + πp

i − πp
j ,∀ℓ = (i, j) ∈ A,∀tp ∈ P .

O primeiro subproblema (determinação da topologia virtual),LTGP
2W , é equivalente

ao primeiro subproblema da relaxação anterior (LTGP
1W ) e deve ser solucionado da mesma

forma, istoé, atrav́es do acŕescimo das inequações v́alidas (3a) e (3b) e resolução do
problema de fluxo de custo mı́nimo associado.

Já o segundo subproblema (roteamento de tráfego),LTGP
2F , pode ser resolvido por

inspeç̃ao. Para cada requisição tp ∈ P , basta verificar se o custo modificado do arco
ℓ ∈ A é negativo, istóe, c̃p

ℓ < 0. Neste caso, deve-se rotearmp unidades de tráfego da
requisiç̃aotp atrav́es do arcoℓ, caso contŕario o fluxoé nulo.

Seja(f̄p
ℓ , w̄ℓ) a soluç̃ao obtida da forma descrita acima eAp o conjunto de arcos

ℓ ∈ A para os quais o custo modificadoc̃p
ℓ associadòa requisiç̃aotp ∈ P é negativo, isto

é, Ap = {ℓ ∈ A | c̃p
ℓ < 0},∀tp ∈ P . Sendo assim, o valor do segundo limite inferior,

LTGP
2 , é dado por:

LTGP
2 (π, λ) =

∑

ℓ∈A

(cℓ −∆λℓ) w̄ℓ +
∑

tp∈P

mp





∑

ℓ∈Ap

c̃p
ℓ



 +
∑

tp∈P

(πp
dp
− πp

sp
)fp. (10)

4.2. Limite Superior

De modo a se implementar um procedimento de busca para a resolução do problema,
faz-se necessária a obtenç̃ao de uma soluç̃ao víavel (limite superior) para o mesmo. Mais
ainda, tal limite superior deve ser atualizado, levando-seem conta, se possı́vel, os limi-
tes inferiores calculados até ent̃ao. Tal procedimento visa obter soluções melhores (mais
baratas) para o problema, além de possibilitar uma redução do espaço de busca e, con-
sequentemente, uma melhora do desempenho do algoritmo. Para tanto, desenvolveu-se
uma heuŕıstica que utiliza o conjunto de arcos da representação em camadas selecionados
durante o ćalculo do limite inferior como base para obtenção de uma soluç̃ao víavel.

SejaÂ0 o conjunto de arcos disponı́veis para o ćalculo do limite superior. Inicial-
mente esse conjunto pode ser igual ao conjunto de arcos selecionados durante o cálculo
do limite inferior, istoé,Â0 = {ℓ ∈ A | w̄ℓ = 1}, em quew̄ℓ representa o valor da variável
de decis̃ao associada ao arcoℓ ∈ A obtido pelo ćalculo do limite inferior, ou, at́e mesmo,
atrav́es de uma outra heurı́stica qualquer como, por exemplo,Â0 = {ℓ ∈ A | f̄p

ℓ > 0} ou
Â0 = {ℓ ∈ A | w̄ℓ = 1 ou f̄p

ℓ > 0}.

A primeira parte da heurı́stica roteia inicialmente cada requisição atrav́es do cami-
nho mais curto entre sua origem e seu destino, utilizando-seapenas dos arcos pertencentes
a Â0. Tal roteamentóe realizado em ordem decrescente de ocupação da capacidade de
transporte, istóe, a requisiç̃ao cuja raz̃aofp/mp for maior é roteada primeiro, sendo se-
guido por aquela que apresentar o segundo maior valor e assimsucessivamente. Durante
tal procedimento a capacidade de cada arco do caminho utilizado no roteamento – ini-
cialmente igual a∆ – é atualizada, istóe, reduzida de modo a refletir a diminuição da



capacidade de transporte em decorrência do roteamento (mesmo que parcial) do tráfego.
De fato, para cada produtóe calculado o caminho de custo mı́nimo entre sua fonte e
seu sumidouro que ainda permita o transporte de algum tráfego, istóe, a capacidade dis-
pońıvel do arco mais saturado (ocupado) do caminho aindaé maior que zero. Feito isto,
o produtoé, ent̃ao, roteado atrav́es desse caminho. Caso a capacidade de transporte dis-
pońıvel no caminho ñao seja suficiente para se rotear todo o tráfego de uma requisição,
um novo caminhóe calculado e utilizado. Essa sequência de operaç̃oesé repetida at́e
que todo o tŕafego da requisiç̃ao tenha sido roteado ou que não se encontre um caminho
de capacidade disponı́vel entre a origem e o destino da requisição. Nesséultimo caso,
considera-se que o conjunto de arcos selecionados até o momento ñao é suficiente para
permitir a obtenç̃ao de uma soluç̃ao víavel e a heurı́sticaé interrompida sem obter uma
soluç̃ao víavel.

Caso a primeira parte da heurı́stica tenha sucesso em obter um roteamento inicial
para cada requisição, a soluç̃ao encontrada ñaoé necessariamente viável, uma vez que a
quantidade de arcos alocados que saem de um nó ótico pode ser diferente da quantidade
de arcos alocados que chegam no mesmo nó, violando, assim, as restrições (1c). Sendo
assim, de modo a tornar viável a soluç̃ao obtida na primeira parte da heurı́stica, verifica-se
se cada ńo ótico atende ou ñao aos limites impostos pelas restrições (1c). Para tanto, basta
observar que o ńumero de arcos alocados que saem de um nó ótico de entrada deve ser
igual a um, uma vez que, por construção, seu grau de entradaé um. Caso se encontre
um ńo ótico de entrada que viole essa restrição, basta fazer com que todo seu tráfego
seja roteado através do correspondente nó deadd-drop, antes de seguir para seu destino.
Uma linha de racioćınio ańaloga pode ser seguida para os nósóticos de sáıda, podendo-se
adotar uma soluç̃ao semelhante.

Como exposto, essa heurı́stica consiste na resolução de v́arios problemas de ca-
minho ḿınimo e, portanto,́e muito ŕapida. Contudo, apesar de produzir soluções víaveis,
os resultados obtidos de sua aplicação podem ñao ser satisfatórios (dado a excessiva
utilização de ńos deadd-dropna viabilizaç̃ao do roteamento inicial, por exemplo), sendo
portanto necessária a adoç̃ao de heuŕısticas complementares. Uma vez obtida uma solução
viável, tais heuŕısticas complementares buscam melhorar a qualidade do limite superior
gerado (istóe, reduzir seu custo) através, por exemplo, da “combinação” de lightpaths,
mantendo a viabilidade da solução encontrada durante todo o processo. Seja (ŵℓ, f̂

p
ℓ ) a

soluç̃ao víavel obtida ao final de todo esse processo eÂ o conjunto de arcos selecionados,
isto é,Â = {ℓ ∈ A | ŵℓ = 1}. Dessa forma, o valor do limite superior,L̂, é dado por:

L̂ =
∑

ℓ∈ Â

cℓ. (11)

4.3. Método de Subgradiente e Procedimento de Busca

Para cada conjunto de multiplicadores de Lagrange, obtém-se um limite inferior para
o TGP, dado porLTGP

1 (λ) ou LTGP
2 (π, λ). De modo a se obter uma solução para o

problema, deve-se procurar maximizar o valor do limite inferior obtido. Neste sentido,
o melhor limite inferioré dado pela solução do problema lagrangeano dualPD

1 , caso a
relaxaç̃ao #1 seja aplicada:

(PD
1 ) max

λ≥0
LTGP

1 (λ), (12)



ou caso se utilize a relaxação #2, pelo problema lagrangeano dualPD
2 dado por:

(PD
2 ) max

π ∈ R

λ ≥ 0

LTGP
2 (π, λ). (13)

O método de subgradientesé um dos mais populares para resolução de proble-
mas lagrangeanos duais. Isto porqueé extremamente simples e de fácil implementaç̃ao,
podendo ser descrito resumidamente da seguinte forma. Dadoum conjunto de multipli-
cadores de Lagrange, o problema relaxadoé solucionado, obtendo-se um limite inferior,
e os subgradientes correspondentes a solução relaxada s̃ao calculados. Utiliza-se, então,
os subgradientes na atualização do conjunto de multiplicadores de Lagrange, visando
obter-se um novo limite inferior de valor superior ao anterior. Dessa forma, o ḿetodo de
subgradiente busca gerar limites inferiores crescentes, sendo tal processo repetido até os
limites inferior e superior convergirem para um mesmo valorou a norma do subgradiente
ser nula ou, ainda, a existência de umgap de dualidadeser detectada.

Na relaxaç̃ao #1, tem-se um conjunto de multiplicadoresλ ≥ 0, que é utili-
zado na soluç̃ao do problema relaxado e, consequentemente, na obtenção do limite in-
ferior. Associadòa soluç̃ao relaxada(w̄ℓ, f̄

p
ℓ ), tem-se os subgradientesξTGP

1 (w̄ℓ, f̄
p
ℓ ) =

(ξTGP
1ℓ

(w̄ℓ, f̄
p
ℓ )) definidos abaixo:

ξTGP
1ℓ

(w̄ℓ, f̄
p
ℓ ) =

∑

tp∈P

δp f̄p
ℓ − ∆ w̄ℓ ,∀ℓ ∈ A. (14)

Já na relaxaç̃ao #2, tem-se um conjunto de multiplicadores(π, λ), que é utili-
zado na soluç̃ao do problema relaxado e, consequentemente, na obtenção do limite in-
ferior. Associadòa soluç̃ao relaxada(w̄ℓ, f̄

p
ℓ ), tem-se os subgradientesξTGP

2 (w̄ℓ, f̄
p
ℓ ) =

(ξTGP
2ip

(f̄p
ℓ ), ξTGP

2ℓ
(w̄ℓ, f̄

p
ℓ )) definidos abaixo:

ξTGP
2ip

(f̄p
ℓ ) =

∑

ℓ∈A+(i)

f̄p
ℓ −

∑

ℓ∈A−(i)

f̄p
ℓ − bp

i ,∀tp ∈ P,∀i ∈ N, (15a)

ξTGP
2ℓ

(w̄ℓ, f̄
p
ℓ ) =

∑

tp∈P

δp f̄p
ℓ − ∆ w̄ℓ ,∀ℓ ∈ A. (15b)

Na k-ésima iteraç̃ao, um novo conjunto de multiplicadores de Lagrangeé obtido
da seguinte forma:

λk+1 = λk + tk dk
1(w̄ℓ, f̄

p
ℓ ) (16)

ou
(π, λ)k+1 = (π, λ)k + tk dk

2(w̄ℓ, f̄
p
ℓ ). (17)

em quetk é um escalar positivo (tamanho do passo), enquantodk
1(w̄ℓ, f̄

p
ℓ ) e dk

2(w̄ℓ, f̄
p
ℓ )

são direç̃oes de subida gerada a partir deξTGP
1 e ξTGP

2 , respectivamente. Neste trabalho
utilizou-se a seguinte adaptação daregra de Crowderpara obtenç̃ao de uma direç̃ao de
busca:

dk =
ξk + ρ dk−1

1 + ρ
, comρ fixo é igual a 0,7. (18)

A converĝencia do ḿetodo de subgradientes está intimamente relacionada com o
tamanho do passotk. Neste trabalho, optou-se por utilizar uma abordagem tradicional:

tk = σk L− Lk

‖ ξk ‖2
(19)



em queσk é um escalar satisfazendo0 < σk ≤ 2, L̄ é uma estimativa da solução do pro-
blema lagrangeano dual (ou ainda, para o valor do maior limite inferior), eLk, representa
o limite inferior calculado nak-ésima iteraç̃ao conforme a relaxação utilizada (LTGP

1 (λ)
ouLTGP

2 (π, λ)). Finalmente,‖ξk‖ é uma norma qualquer, em geral, a norma euclidiana do
respectivo subgradiente (ξTGP

1 ouξTGP
2 ) nak-ésima iteraç̃ao. O valor deσk deve ser atua-

lizado durante o processo de busca. Primeiramente, tomou-se σ1 = 1, 1 e, caso ñao haja
melhora do limite inferior durante um número fixo de iteraç̃oes,σk é dividido por dois.
Contudo,σk deve ser inicializado novamente toda vez que houver melhorada estimativa
de soluç̃ao do problema lagrangeano dual,L̄. Além disso, um procedimento simplificado
foi utilizado para se obter uma estimativa da solução do problema lagrangeano dual:

L̄ =
κ L̂min + Lk

2
(20)

em queκ é um escalar pouco maior que um (por exemplo,κ = 1,05) eL̂min é o valor do
melhor limite superior encontrado até o momento.

5. Experimentos Computacionais

A heuŕıstica lagrangeana descrita anteriormente foi implementada utilizando C++. De
modo a se resolver o problema de fluxo de custo mı́nimo, utilizou-se o algoritmo RELAX-
IV [Bertsekas and Tseng 1994]; enquanto que para o cálculo de caminhos ḿınimos foi
implementado o algoritmo de Dijkstra utilizandoD-Heaps.

Inicialmente, os valores de todos multiplicadores de Lagrange foram feitos iguais
a zero. Aĺem disso, a heurı́stica para ćalculo de limite superior foi aplicada a cada iteração.
Como os testes preliminares apresentaram um melhor desempenho quando todas as três
heuŕısticas para inicializaç̃ao deÂ0 foram utilizadas, optou-se por armazenar todas as
soluç̃oes víaveis obtidas heuristicamente de modo a se reduzir o tempo total. Por outro
lado, para se reduzir o tempo gasto no cálculo do limite inferior, optou-se por utilizar a
soluç̃ao anterior do problema de fluxo de custo mı́nimo para se obter uma nova.

A heuŕıstica lagrangeana foi testada em 150 problemas divididos em 3 conjuntos.
O conjunto I cont́em 90 inst̂ancias doTGP para redes em anel com 4, 5, 6, 9, 10 e 16 nós.
Para cada anel, padrões de tŕafego ñao uniformes com 40, 80 e 120 requisições foram
gerados randomicamente (5 instâncias para cada quantidade de requisições). Todas as
requisiç̃oes possuiam um valor de demanda unitário e a capacidade ḿaxima transporte de
um lambdafoi fixada em 63. J́a o conjunto II cont́em 50 inst̂ancias doTGP para redes
irregulares com 6, 10, 15 e 20 nós. A Figura 3 exibe as topologias irregulares usadas
para geraç̃ao das inst̂ancias de teste. Padrões de tŕafego ñao uniformes foram gerados
randomicamente conforme descrito para as redes em anel. Finalmente, o conjunto III
cont́em 10 inst̂ancias baseadas em uma topologia (“real-life”) de redeótica de transporte
Pan-Euroṕeia cuja topologiáe exibida na Figura 3(e). Durante os testes, utilizou-se os
seguintes parâmetros:Max Iter = 1000, ǫ1 = 10−3 e ǫ2 = ǫ3 = 10−10. Além disso,
para se minimizar tanto o número delightpathsquanto o comprimento dos mesmos, os
custos estabelecidos foram os seguintes, em quekℓ representa o ńumero da camadàa qual
pertence o arcoℓ:

cℓ =

{

1000 + kℓ, seℓ ∈ Ae

10 + kℓ, seℓ ∈ Ao ,∀ℓ ∈ A. (21)



(a) Rede Irregular de 6 nós (b) Rede Irregular de 10 nós (c) Rede Irregular de 15 nós

(d) Rede Irregular de 20 nós (e) Rede Pan-européia

Figura 3. Redes com Topologia Irregular

Os resultados obtidos pela heurı́stica (em um processador Pentium 4 de 1,8 GHz
com 512 MB RAM) foram comparados com aqueles obtidos pela heurı́stica proposta
em [Zhu et al. 2003], sendo que os resultados obtidos pela heurı́stica lagrangeana estão
indicados na legenda pelas siglasHL-R1 e HL-R2 de acordo com a relaxação utilizada
(relaxaç̃ao #1 ou #2). Devido as diferenças na estrutura de custo utilizadas pelas polı́ticas
definidas em [Zhu et al. 2003] –MinLP , MinWL e MinTH – e as propostas apresenta-
das neste trabalho, a comparação entre elas deve ser realizada de forma indireta (através
da poĺıtica MinWL* – descrita em [Patrocı́nio Jr. 2005]). Em primeiro lugar, deve dizer
que os resultados obtidos porMinWL* superam aqueles obtidos pelas demais polı́ticas
definidas [Zhu et al. 2003]. Tal constatação se baseia no fato de que o custo do projeto
de rede virtual está diretamente relacionado ao número delightpathse de ADMs e que
MinWL* obt́em soluç̃oes com um ńumero menor delightpathse de ADMs (comparada
às poĺıticas de [Zhu et al. 2003]). Por outro lado, se tais resultados forem comparados aos
obtidos porHL-R1 e HL-R2 , verifica-se uma clara superioridade da abordagem lagran-
geana em relação a heuŕıstica proposta em [Zhu et al. 2003].

Os gŕaficos da Figura 4 apresentam uma comparação entre os valores ḿedios
obtidos pela heurı́stica proposta em [Zhu et al. 2003] – de todas as polı́ticas, inclusive
MinWL* – e os resultados deHL-R1 e HL-R2 para as redes em anel. Observa-se que
qualquer uma das abordagens lagrangeanas obtém valores 50% menores que os obtidos
pela heuŕıstica proposta em [Zhu et al. 2003] tanto para o número de ADMs quanto para
o número delightpaths(LPs). Em verdade, as soluções obtidas pela heurı́stica s̃ao de
qualidade igual̀aquela obtida pela heurı́stica usada para inicialização do limite superior
do processo de busca. O bom desempenho das abordagens lagrangeanas está relacionado
ao fato de que durante o processo de exploração a atualizaç̃ao dos multiplicadores de
Lagrange facilita a obtenção de novas soluções víaveis de melhor qualidade, que se uti-
lizam de uma quantidade menor de recursos (ADMs elightpaths). A heuŕıstica proposta
em [Zhu et al. 2003], além de examinar umáunica vez cada requisição, tamb́em se mos-
tra incapaz de modificar as alocações j́a realizadas anteriormente; dificultando, assim, a
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Figura 4. Comparaç ão dos Resultados M édios da Heurı́stica Lagrangeana para
Redes em Anel

obtenç̃ao de melhores soluções. Aĺem disso, os resultados obtidos pelas abordagens la-
grangeanas podem ser melhor interpretados examinando-se onúmero ḿedio dehopsnas
soluç̃oes obtidas porHL-R1 e HL-R2 . Em verdade, ao se examinar o gráfico da Fi-
gura 4(c), verifica-se que o número ḿedio de “saltos” (hops) na topologia virtual obtida
pelas abordagens lagrangeanas chega a ser de duas a três vezes maior que aquele obtido
pela outra heurı́stica. Isso conduz a conclusão de que o motivo das abordagens lagrangea-
nas conseguirem explorar melhor os recursos da rede (obtendo soluç̃oes com um ńumero
menor de ADMs elightpaths) est́a ligado ao fato delas utilizarem mais “saltos” (hops) na
para rotear as requisições de tŕafego (istoé, produziremlightpathsmaiores). Por outro
lado, a heuŕıstica proposta em [Zhu et al. 2003] parece optar, preferencialmente, pelo ro-
teamento com um “́unico salto” (single hop); justificando, assim, a sua maior necessidade
de ADMs elightpathspara transportar o mesmo conjunto de requisições.
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Figura 5. Comparaç ão dos Resultados M édios da Heurı́stica Lagrangeana para
Redes Irregulares

Já os gŕaficos da Figura 5 apresentam uma comparação entre os valores ḿedios
obtidos pela heurı́stica proposta em [Zhu et al. 2003] – inclusive com a polı́ticaMinWL*
– e os resultados deHL-R1 eHL-R2 para as redes irregulares. Novamente, os resultados
obtidos porHL-R1 e HL-R2 para os valores ḿedios de ADMs e delightpathssuperam
(isto é, s̃ao menores) que os obtidos pela heurı́stica proposta em [Zhu et al. 2003].

Mais ainda, analisando-se o gráfico da Figura 5(c), observa-se o mesmo padrão
encontrado para as redes em anel. Contudo, paraHL-R2 o número ḿedio de “saltos”
(hops) chega a ser de quatro a cinco vezes maior que o obtido porMinWL* , enquanto
para queHL-R1 esse ńumero continua a ser de duas a três vezes maior. Este comporta-
mento pode ser atribuı́do, pelo menos em parte, ao fato de que a relaxação #2 piora seu
desempenho (istóe, a qualidade das soluções obtidas) quando aplicada a grandes redes ir-
regulares. Isto se deve a forma comoé resolvido o subproblema de roteamento de tráfego.



Na relaxaç̃ao #2, esse subproblemaé aproximado de maneira “simplista” através de um
procedimento de resolução por inspeç̃ao, enquanto que na relaxação #1 a resoluç̃ao do
subproblema de roteamentoé feita atrav́es do ćalculo de v́arios caminhos ḿınimos. Essa
estrat́egia, apesar de ser computacionalmente mais cara, apresenta melhores resultados
em relaç̃ao ao ńumero de “saltos” (hops).

6. Conclus̃ao
Neste trabalho apresentou-se uma abordagem através da relaxaç̃ao lagrangeana para
resoluç̃ao doTGP. Além de se formalizar o uso da relaxação lagrangeana através de uma
descriç̃ao detalhada de dois limites inferiores obtidos a partir de sua aplicaç̃ao, procurou-
se descrever os detalhes pertinentesà implementaç̃ao de um procedimento de busca ba-
seado no uso da relaxação lagrangeana para tais problemas. Em particular, essa descrição
abordou uma heurı́stica para o ćalculo de limites superiores e o detalhamento do método
de subgradientes e do procedimento de busca de soluções.

Apresentou-se os resultados da aplicação da heuŕıstica lagrangeana para oTGP na
resoluç̃ao de mais de uma centena de instâncias do mesmo. Os resultados obtidos demons-
tram a superioridade das relaxações #1 e #2 em relação a outras abordagens. Além disso,
a relaxaç̃ao #1 parece ser mais adequada a resolução de grandes instâncias de redes irre-
gulares. De modo a se avaliar qualitativamente as soluções obtidas pelas implementações
da heuŕıstica lagrangeana –HL-R1 e HL-R2 , implementou-se e testou-se a heurı́stica
proposta em [Zhu et al. 2003]. Os resultados obtidos apontampara a superioridade da
abordagem lagrangeana, em especial da relaxação #1, apesar de seu maior custo compu-
tacional.
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Patroćınio Jr., Z. (2005). Planejamento de Topologia Virtual com Combinação de
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