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Resumo

Este trabalho apresenta um novetodo de sol&o aproximado para resolver mo-
delos de sistemas de redes de comy@ioate dados que possuem uma determina-
da estrutura especial comum em@rios modelos. Em particular uma classe onde
as probabilidades de tran&w entre estados possuem valores bem distintos. Es-
te método€ baseado no algoritmo GTH e mant’as suas principais vantagens,
e aindae capaz de solucionar modelos de sistemas complexos comuorara”

de estados e estrutura matricial que torna a,S@yelo GTH invavel em termo

de custo computacional. Um limite para o erro introduzido pelo novo algoritmo
na solyéo dos modelos taneim € obtido. A utilidade do algoritmo propose ~
mostrada atraas de exemplos provenientes de redes mudiign”

Abstract

This work presents a new approximate solution technique to solve models with a
special structure that is common in many computer network models. In particular,
the class of models we address is that in which the resulting state transition matrix
has entries with values that differ in orders of magnitude. This method is based on
the GTH algorithm and maintains its main advantages. Furthermore, it is capable
of solving complex system models with state space cardinalities and transition
matrix structures that would be too costly to solve using GTH. Error bounds are
also obtained for the new algorithm. The applicability of the technique is illustrated
by solving multimedia system models.
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1 Introducao

A modelagem de sistemas de compétacomunica&o e em particular redes de computadores
€ uma das tarefas mais importantes no processoamsea® desenvolvimento de novas tecno-
logias. Por este motive, fundamental o desenvolvimento de modelos que aproximem o com-
portamento de sistemas reais e detoaos de soli@m eficientes que possibilitem a obtaoc

de medidas de interesse destes sistemas.

A estimativa do desempenho de redes de telecommcaaos paradigmas distriblo's
que €0 inerentes a esses sistemas tem sido tradicionalmente obtidos poettmssn aalise
e simula@o. A simula@o tem sido bastante usada uma vezejgauito ficil emular o compor-
tamento diaimico de sistemas simples em um computador. Redes modernas de cQémnicac
tem entretanto se tornado bastantecdifie simular devido ao aumento da complexidade dos
seus algoritmos e, mais importante ainda, devido a larga djler@@@scala de tempo entre
eventos do sistema. Sendo assim,umnefo de eventos a ser simulado para transmitir um
nimero modesto de informac e ainda observar alguns eventos chave pode ser enorme, 0
gue implica num tempo excessivamente grande de sj@oladlém disso, a obte@m com
precisio, das medidas esisticas de interesse pode ser extremamenteildiéstes casos.

Os netodos analicos, por outro lado,a& mais difceis de serem usados do que simatac
uma vez quee crucial a escolha doveél apropriado de detalhe e o formalismo para a repre-
sentaéo do comportamento do sistema, e essas escofitasio’em geral triviais. Modelos
Markovianos tem sido muito usados, e s@les nurefricas destes modelos tem ganho uma
aten@o especial na literatura uma vez que soegem forma fechadagTaras.

Quando solu@es nuneticas 80 utilizadas, o parhetro principal que afeta a complexidade
computacional da sol@o é a cardinalidade do espade estados do modelo. A maioria dos
modelos de sistemas reais possui cardinalidade demasiadamente gramdiead@ma de se
obter uma sol #&oé explorar estruturas especiais qae sbmumente presentes nestes sistemas
[1, 2]. Os netodos nuraficos de solu@o usados para obter soligs em estado estaceno A0
divididos em diretos e iterativos [1]. Umetodo€ dito direto quando fornece as probabilidades
exatas dos estados@plum nimero finito de passos, e umetodo€ dito iterativo quando
fornece uma sol#o que converge para a sghacexata a cada itef@ae do algoritmo. Neste
artigo tratamos de stddos diretos.

Um dos ngtodos diretos mais importantes na salucde cadeia de Markay 6 algoritmo
proposto por Grassmann, Taksar e Heyman [3], e conhecido @mdm GTH. Um problema
do algoritmo GTHe o custo computacional elevado para matrizes quepoSsuem estruturas
especiais. Isto se deve ao fato do GTH introduzir modiieacna matriz de trangio de
estados, e portanto estruturas especiais podem seridastdirante a execae do netodo.
(Como exemplo simples, uma matriz esparsa pode se tornar densa, aumentando drasticamente
0 custo computacional de sQAa)

Neste trabalho propomos uma aproxj@acbaseada no algoritmo GTH, de forma a resol-
ver uma classe de modelos cujo custo de smwseria considerado elevado se usado o GTH.
A classe de modelos estudagladguela onde existem traf®és da matriz de probabilidade de
transi®es de estado com valores muito inferiores a outros da matrizm Alisso essa clas-
se nao pertence a dos modelos quase que completamente paatieisnpara a qual existe
uma teoria popria desenvolvida. Este algoritmo faz uso da teoria de dois outetsdos que
se prestam a resolver outra classe de problemas (por exemplo modelos onde as raatrizes s~
guase-aglutiaveis). Apresentamos tamin exemplos de aplicao deste ratodo em modelos
proveniente do estudo de redes de comy@dicate dados, de forma a mostrar a utilidade do
método propostoE importante ressaltar que cetodo pode tanmdrh ser usado como parte da



soludes de uma classe modelaorMarkovianos.

Na se@o 2 €0 apresentados alguns conceitos relacionadostados de sol@o e de
aproxima@o utilizados neste trabalho e o algoritmo Gé&diScutido com mais detalhes. Em 3
descrevemos o atddo proposto. Em 4 mostramos a salicle alguns modelos Markovianos
e nrao Markovianos usando o algoritmo GTH e o algoritmo de aproymacjui proposto. A
se@o 5 conclui o artigo.

2 Antecedentes

Esta se@o apresenta uma reasde algoritmos e conceitos relacionadossdados de solEm

gue sea0Uteis na poxima se@o, uma vez que o etodo proposto neste trabalho baseia-se em
resultados destes algoritmos. Inicialmente descrevemos o algoritmo GTH e o algoritmo pro-
posto em [7] para sol@ de modelosad markovianos. Em seguida discutimos doetados

de aproximaao encontrados na literatura para a satude modelos markovianos e que servem

de base para o novo algoritmo que propomos.

2.1 Meétodo de Solucao GTH

SejaZ = {Z; : k = 0,1,...} uma cadeia de Markov homegéa de tempo discreto com
espao de estados = {s; : i = 1, ..., M} e matriz de probabilidades de traj@&d®. Con-
sidere que os estados &stdivididos em dois grupos. O primeiro grufe, § € formado pelos
estadoss, ..., spr—1, € 0 segundo grupdi;) € formado apenas pelo estagg. Note que a
soma das probabilidades esta@oa$ dos estadas, . . ., s); 1 correspondea frac@o do tem-
po que o sistema passa &M, enquanto que a probabilidade estaeita des,,; corresponde
a frad@o de tempo que o sistema passa@m (Como a cadeia de tempo discreto supomos
gue cada visita a um estado corresponde a uma unidade de tempo) O algoritmo GTH elimi-
na a cada passo um ou mais estados do modelo. As probabilidades estasido$ estados
nao eliminados correspondeas probabilidades de estado do sistema condicionadas a que este
esteja nos estadoaoeliminados.

Sejapgy) a probabilidade de trangio do estads; para o estads; quando nenhum estado

foi ainda eliminado. Portanto, pata=1,...,M — 1, pEf”M) € a probabilidade do sistema sair

de GG, paraG, onde oultimo estado visitade s;, ep%) € a probabilidade do sistema visitar
inicialmente o estade; apds uma visita &».
Suponha agora que o tempo de pereraiid do sistema efii; seja nulo. Como a probabi-

lidade de sala deG; €1 —p%) , podemos afirmar que a probabilidade do sistema reentrar em

G atraes do estads; dado que saiu d€'; pelo estada; épE,MM) X (p%}/(l - p%@). Logo,

podemos eliminar o estadg, e definir uma nova cadeia de Markov cdih— 1 estados, onde
as probabilidades de tranai €io definidas por

(M)
B Dt <M
PEJY l)ng,ﬂy’/j)‘i‘l’gf\l\?x%’ 1<t M-1, )
L —pum

Podemos emaid repetir as operaes discutidas acima para eliminarmos o estago, e
obtermos uma cadeia com — 2 estados. E assim sucessivamenteof\p/ — 1 passos, a
cadeia de Markov tem apenas um estado e portanto, a probabilidade estadesse estado
e 1, ousejag; = 1.



Na segunda parte do algoritmo GEH€ita a opergio inversa. A cada passo do algoritmo
um estadae adicionado @ ‘calculada a probabilidade condicional deste estado. As probabili-
dades condicionais (normalizadas) encontradagltirad parte do algoritmo correspodean °
probabilidades estacianas da cadeia de Markov original.

A primeira parte do algoritmo GTH tem um custo@én?), enquanto que a segunda parte
do algoritmo tem custo d@(n?). Sendo er&d o custo total igual & (n?).

2.2 Solucao de M odelos Nao Mar kovianos

Quando o tempo entre eventos de um modelo t€ém distribujgao exponencial, o modelo
resultante ad € markoviano. A seguir, vamos resumir o algoritmo introduzido em [7] e im-
plementado na ferramenta TANGRAM-II [8, 9] para a s@oce uma classe de modelaon™
markovianos onde no aximo 1 evento com durao réo exponencial pode estar habilitado
num instante qualquer. Abaixo particularizamos a de&orpara modelos com eventos deter-
ministicos ou exponenciais.

Sejap,; um evento determistico do modelo, i.e., o intervalo de tempo entre a afivado
evento e o dispare determimstico. Este evento estiabilitado durante o mini-intervald; e
poder executar aps transcorrido um intervalo de temfp Entretantosp; pode ser desabi-
litado pela ocomncia de outros eventos. No caso em que o evgntiio € desabilitado no
intervaloA ;, o comprimentd; deste interval@ igual aZ;. Caso contfio,d; < 7;. A; cor-
responde el ao intervalo entre pontos embutidos opdest habilitado. Por conveeiicia
de nota&o, chamamos d&, o intervalo onde nenhum evento deterrsiito esa habilitado.

Entre dois pontos embutidos o0 comportamento dos sistemas descritos pode ser modelado
por uma cadeia de Markov. Isto porque, todos 0s eventos entre pontos embaticoge-
nenciais. A matriz de probabilidades de trasida cadeia embutidaentio obtida atra@s$ da
aralise transiente da cadeia de Markov associada aos intetxaloQuando o intervalo ao
tem evento determigtico habilitado (intervald\,), as probabilidades de tran&a@de estado
sao facilmente calculadas construindo-se uma cadeia de Markov associada mais um
conjunto de estados, um para cada evento detestitio’que pode ser habilitado aiino do
intervalo.

A partir da obten@o da matriz de probabilidades de traasida cadeia embutida (chamada
em [7] de matrizH), o vetor de probabilidades estacioias pode ey ser calculado usando,
por exemplo, o algoritmo GTHE importante observar que amero de estados da matfiz
pode ser menor que amero de estados do modelo. Isto se deve ao fato que nem todadcansic
de estado da cadeia original representa um ponto embufidambEm importante notar que
0 vetor de probabilidades encontrado a partir da matrizpresenta as probabilidades esta-
cionarias dos pontos embutidos andos estados do modelo. Veja [7] para mais detalhes do
algoritmo de soly&o.

2.3 Cadeiasde Markov e-quasi-lumpable

Um dos netodos usados para a s@ocde cadeias de Markov com grandengro de estados

€ a aglutina@o (umping. Com este ratodo€ possvel reduzir o esparde estados de um mo-

delo markoviano preservando inforpdas suficientes de forma a obter as medidas de interesse
desejadas. O problensadque a aglutingm pode ser apenas aplicada a uma classe pequena
de modelos, aqueles ditos aglatugis (umpablg. Em [5], Franceschinis e Muntz proem

uma Ecnica que permite ampliar o conjunto de modelos que podem fazer usetddarde
agluting@o, fornecendo valores aproximados para as medidas de interesse desejadas. Este



método€ aplidvel a uma cadeia de Markoaoaglutiravel se a cadeia puder ser transformada
em aglutiravel com umaequengertuba&o nas taxas de tranaie.

Dada uma part@o S = {95, ..., Sy} de uma cadeia de MarkoV de tempo discreto com
matriz de probabilidades de trar@ocP, dizemos queY € aglutirdvel para a pari@o S se a
probabilidade de trangao do estade € S;, i = 1,..., M, para um determinado estado da
particdo S;, j = 1,..., M e j # ¢, sempre tem um mesmo valor, qualquer que seja o estado
s [1]. Uma cadeia de Markoe ditac-quasi-lumpablese a sua matriz de probabilidatke
pode ser escrita comi® = P~ + P, ondeP~ + diag(P¢e’) & aglutirdvel, P € uma matriz
quase nula e’ & a matriz coluna com valores 1. A sghacdeP~ + diag(PeT) fornece
uma boa aproxima@mo para 0 modelo se os valore$orem bem pequenos. O probleraa”
impossibilidade de se obter limites para o erro da s@uguando esta aproxinwxe usada.

A ideia apresentada em [5] consiste em transformar a matriz de &angjciasi-lumpable
P comn estados em uma matriz de traf@a@glutimvel P, comn + 1 estados. Para isso, todas
as transjoeses da matrizP* so direcionadas para um novo estado aesé serem colocadas
na diagonal. O objetive definir a matriZP, de forma que, as probabilidades condicionais
dosn primeiros estados dB, sejam iguaifs probabilidades estaceméas dos estados d&

Em [5] mostrou-se que possvel acharz de forma que as probabilidades condicionais dos
estados enP~ sejam iguaisas probabilidades dB, mas isso implica em resolver a matriz
original. Entretanto, podemos solucionar aproximadamente a nitusando os resultados

de Courtois e Semal[10, 11]. Para isto, basta fazermos separadamente cada elemigpial de

a 1 e encontrar a soJao do modelo correspondente. O maior e 0 menor valor encontrados
para uma determinada medida de interesse fornecem, respectivamente, um limite superior e
um limite inferior para a medida de interesse desejada [5].

2.4 Solucao para um Sub-conjunto de Estados de um Modelo M arkovia-
no

Em [6], de Souza e Silva e Ochoa pogpi um netodo de aproximd@mo para calcular as me-

didas de interesse usando apenas um sub-conjunto de estados da cadeia de Markov correspon-
dente. A iciaé que apenas os estados consideraup®rtantesfacam parte do grupo de
estados selecionados. A impantia de um estad®definida pela sua contrih@o no @lculo

da medida de interesse desejada.

SejaX uma cadeia de Markov homegéa de tempo camilio com esparde estados =
{s;:i=1,..., M} e matriz de taxas de tranadiwQ. Para{s;, s;} € S, dizemos que o estado
s; est ak passos do estadg, se 0 menor caminho do estagaate o estada; &€ composto por
k transi®es.

SejaS = {Sy,...,Sk-1, Sk, Sf} uma partjio deXx’ ondeS; corresponde ao conjunto de
estados que emb a; passos da paréo Sy, i = 1,. .., k, €Sy corresponde ao resto dos estados
da cadeia de Markov. Em [6}; € uma partiao com urruhico estado, onde o estado escolhido
é consideradanportanteno cilculo da medida de interesse desejada.

Podemos ematd definir 3 grupos de estados no modelg:= {Sy}, G; = {S1,...,S5x} €
Gy = {S;}. Usando a idia apresentada em [14] podemos construir uma cadeia de Markov
X' com 4 grupos de estadaSy, G, G, € G,) a partir deX’ da seguinte forma&, = Gy,
Gm Gu, = (G, eG, = G,. AFigura 1 mostra as trangies entre os grupos do novo processo
X’. A solu@o deX é iguala solu@o deXx” [6], ou seja,rg, = T M6y = Tg, + 7 €
TGy = Te s onder corresponde ao vetor de probabilidades estaciaa dos estados do grupo
G.



Figura 1. Novo Processd’.

Suponha que os estados de cada sub-conjtingdo agregados em unmico estadof;
parai: = 1,...,k, e que os estados do subconjufitosdo agregados no estadp,;. Como
os estados dé',, sio dpias dos estados d& ,, dizemos quef; € umcloneda partj@o S;,
i=1,..., k. O estadof,; € apenas a agregaxdos estados de;. Vamos chamar este novo
processo d&”. Como fizemos apenas a agregaexata de estados no procedspa solyéo
de X" & iguala soly@o deX. O problemae’que para fazermos a agregaaesses estados
precisamos solucionax’. Em [6], prova-se que possvel encontrar um limite inferior para a
solu@o dos estados d&, e G, definindo as taxas de tranados estadasones

3 Um novo método de aproximacao para o algoritmo GTH
Seja a equgio 1. Conem observar dois casos nalctlo depfy’”. No primeiro caso,g’
existe uma transgém do estade; para o estade; quando o modelo tem/ estados, ou seja,

pgff) > 0. Portanto, eliminar o estadq, significa aumentar a probabilidade de tragsientre

estes dois estados p% >0 ep%} > (0. No segundo casoao existe uma probabilidade

de transjéo do estada; para o estade;, ou seja,pl(fy) = (. Portanto, eliminar o estado

sy significa criar uma trangio entre os estadss e s; para a cadeia com/ — 1 estados se

pgf\f} > 0 ep%} > 0. A partir da observa@o do segundo caso, podemos ver que o algoritmo

GTH pode alterar a estrutura da matriz de probabilidades de f&andacmodelo original.
Sabemos que—p%}w =¥ " pu, logo temog) < (pg\%})/(l - pg\%) ) < 1. Suponha

que(p%))/(l —ps\]/\[/{])\/[) = OUpgf”]\} = £ na equaao 1, onde & um valor pequeno (em rekc

ao erro admitido para a sq@e). Podemos eat escrever a equac 1 como

(M—1) (M)

pij ~ <Dpi; te. (2)
Note quep’ " — p{"" < ¢ para qualquer valor dg’\/, i = 1,...,M — 1. Portanto,
o algoritmo adiciona ao elemento, j) da matrizP um valor quee” menor ou igual a se

pgf\f} > 0. Para o caso em qué]‘f} = ¢, 0 algoritmo adiciona ao j-ésimo elemento da linha

seply) >0, =1,...,M — 1.
Podemos emid concluir que uma matriz esparsa pode ser preenehidadida em que
0s estadosa®) eliminados na primeira parte do GTH. Se temos tré@esicom valores muito
pequenog, parte da matriZ> sed preenchida com valores menores ou iguais & idéia
basica do algoritmo propostdiminuir o custo computacional do algoritmo GTH eliminando
as operages que calculam valores menores ou iguaisldma maneira de atingir esse objetivo
é redirecionar as trangio de sala de um determinado estado que tem valoara a diagonal.
Em outras palavras, algumas tradgis da matri2, por terem valores muito pequenos, podem
ser eliminadas (ou redirecionadas) sem alterar significativamente os valores obtidos com a



solu@o exata do modelo. O problema com esta suéca impossibilidade de se obter limites
para o erro do resultado final.

A seguir vamos apresentar um algoritmo que calcula o erro introduzido n&@salaano-
delo devidoa eliming@o de transides com valores. Antes, poem, vamos discutir quais
transi®es com valores podem ser eliminadas.

3.1 Transicoescom valorese

Lema 1. SejaX’ uma cadeia de Markov de tempo discreto com gsppigcestados = {s; :

i = 1,...,M}. Suponha quet ndo possui estados absorventes. SEjauma cadeia de
Markov idénticaa cadeia¥’ com a seguinte modificao: a transi@op;; € eliminada, ondg;;
corresponde probabilidade de trangio do estade; para o estade;, {s;, s;} € S es; # s,.
A cadeiaX”’ ndo tem estados absorvente®g¢(1 — p;;) < 1.

Prova. Veja [12].

O Lema 1 define a condio necesaia e suficiente para que uma tra@sicle sada do esta-
do s; seja eliminada sem quese torne um estado absorverggreciso que o estadppossua
outras transiges de sa@la. O problema que todas as transies de s@la de um determinado
estado podem ter valer Neste caso as transiess podem @0 ser desprezéis. A idéiaé que
a probabilidade de trangiop;; do estadas; para o estade; seja consideradeliminavelse e
somente s€(p;;)/(1 — p;;) < ¢, parai # j. Portanto, a trangéo do estads, para o estads,

S0 sed eliminada quando o peso da probabilidagem relgéoa probabilidade total de s
do estada; for bem pequenc:y.

Precisamos agora definir como as trafsg sdo eliminadas (ou redirecionadas) durante a
execy@o do algoritmo GTH. Considere novamente a cadeia de Markov comoedgpastados
S={s;:i=1,...,M}. Sejap;; a probabilidade de trangio do estade; para o estads;,
{si,s;} € S. Queremos eliminar o estadty, e calcular as novas probabilidades de trgisic
dos estados restantes. Patal, ..., M, de acordo com o que foi discutido acima: a traasic
pi.r € eliminada se e somenteyse,/(1—p; ;) < ¢; e atransjaop,,; € eliminada se e somente
sepun,i/(1 — puar) < €. Note que 8’precisamos testar as trayisés de entrada e deida’do
estados,,, pois apenas estas traji@s s0 usadas pelo GTH no passo que elimina o estado
SM.

Como observgo final, note que as regras para elimim@de uma transéo = discutidas
acima rao garantem que a matriz resultante seja@ige. Elas apenas garantem que a nova
matriz rao tee estados absorventes e que a elinioade uma transio rao altera significa-
tivamente a soltimo do modelo. O algoritmo identifica que a matrao® ergidica quando
0 estado a ser eliminado tem na matriz de tré&wi@ coluna acima da diagonal zeradao(n™
existem transi@es de entrada para o estado). Neste caso, o algoritmo informa a@oua”
ocorencia desse caso (a probabilidade estaiardo estade zero) e continua a exe@m

3.2 Novo algoritmo de aproximacao com calculodo erro

De acordo com a discuss acima, podemos imaginar que para obtermos uma aprgxmac

da soly@o do modelo, basta adicionarmos um novo estado ao modelo e redirecionarmos as
transi®esc para este estado (veja [5]). A probabilidade estai@do novo estado neste caso
correspode ao erro introduzido na s@ac Infelizmente, temos um problema nesta proposta:
nao sabemos o valor das trajiss do novo estado para os estados originais do modelo, e obter
o valor destas trangies pode sair mais caro que obter a sétudo modelo original uma vez

gue a matriz resultantean@ aglutirdvel como em [5]. Entretanto, podemos substituir este



novo estado por um conjunto de estadtmesdos estados do modelo original (veja [6]) e
redirecionar as trangiesc para estes estados. A diferare que agora podemos calcular o
valor das transites dos estadadonespara os estados originais do modelo. O problema ~
saber se o custo desta aproxi@aé menor que o custo da sghado modelo original e se ~
possvel manter o erro dentro de um limite tade€l. A seguir introduzimos formalmente este
método de aproxim@o e discutimos essas e outras qoesttom mais detalhes.

SejaP uma matriz de probabilidades de tra@g&icom)/ estados. De acordo com aetodo
de [5] podemos transformar a matitzle M estados em uma matriz de trar@®, com M +1
estados como mostra a Figura 2. Suponha que g esjgaestados dB &S = {sy,...,sy} €
que o espgede estados dB; € S’ = {s.} + S. Como discutido em [5], temd3~ = P — P*,
y! = Pl e xe! = 1, ondeP? possui todas as trandies:. Isto significa que o vetoy”
representa as trandes: redirecionadas para estagoe o vetor: representa as probabilidades
de transj@o do estade, para os outros estados da cadeia. O ve®definido de forma que o
vetor das probabilidades estacioias deP seja igual ao vetor das probabilidades condicionais
dos M (ltimos estados dP,. Lema 2. SejaP a matriz de probabilidades de traj@&icde

Figura 2: Nova matriz;.

uma cadeia de Markov coi estados. SejR~ um limite inferior paraP, ou sejaP~ < P.
SejaP, a matriz estoastica da Figura 2, ondg’ = P?e” exe’ = 1. Entdo existe um vetar
tal que as probabilidades condicionais dddiltimos estados dP, € igualas probabilidades
estaciomrias dos estados d&

Prova. Veja [5].

O problema’que para calcular precisamos da soJao da matriZ’. Entretanto, podemos
usar os resultados de Courtois e Semal [10, 11] para obter uma apréxipa@ a sol@o
deP,. Para isto, precisamos fazer cada elemento do weigual a 1 e solucionar a cadeia
correspondente. O menor e o maior valores obtidos para as probabilidades ast@zcidos
M ultimos estados d®, fornecem um limite inferior e superior para as probabilidades es-
taciorarias dos estados d@. Infelizmente, esta sol@o pode sair mais cara que a s@aoc
do modelo original, poig necesaio solucionatlP varias vezes. Am dissog possvel que
novas transidesec sejam geradas a cada passo da primeira parte do GTH e portanto, estas
transi®es tambm devem ser redirecionadas para o estaddsto significa que pode ser ne-
cesgrio utilizar os resultados de Courtois e Semal [10, 11] em cada passo da primeira parte do
GTH.

Resumindo, o redirecionamento das tradegz para o estade. fornece uma sollEo exata
do modelo se as tran§ies de sala des, sdo conhecidas. Infelizmente, para calcular os valores
dessas trangies precisamos da soha do modelo original. Portanto, nosso objetvtentar
obter um limite para o erro da sQiw do modelo aproximado e ainda conseguir ganhos no
calculo desta soli@m. A idéiaé substituir o estade. por um conjunto de estadotonesdos
estados da cadeia como definido netado de [6].

SejaX’ uma cadeia de Markov de tempo contd com espacde estadoS = {sy,..., sy}
Suponha que existam trapges com valores entre alguns dos estados &fe Podemos trans-



formar X’ na cadeia de Marka¥’ de tempo contiuo e espaede estadoS’ = {sy, ..., Su, S}
onde todas as tranéiess dos M primeiros estados d& sdo redirecionadas para o estado
em X’ como discutido anteriormente.

Sejasiniciay UM estado det’ tal ques;piciar € {51,...,51 . Assuma quek & a maior
distincia de um estado d¥&' para o estade;,;..,;, OU Seja, 0 menor caminho entre um es-
tado deX” e o estads;,;.;w NUNCA€ maior quek transi®es. Considere a paféio S =
{Sy, S, ..., Sk} da cadeiat’, ondesS; corresponde ao conjunto de estadostdejue estd ai

passos de&;,;.i., i = 1,..., K. Podemos gerar a cadeia de Mark¥ de tempo contiuo a
partir da cadeiat’ usando o rafodo de [6]. A Figura 3 mostra 0 novo processo markoviano
X", onde definimoss* = {S,,...,Sk}. Note que as trandiese de S, e de qualquer estado

de S* sdo redirecionadas parg,. Lema 3. SejaR (R") a recompensa adia acumulada

Figura 3: Processo markoviano descrito gor.

por X’ (X") durante o interval@0, t), quanda: — oo. Suponha que;, € a menor recompensa
associada a um estado da cad€ia quer;, & associada a cada estgiipara todal < < K.
Ento,R" < R.

Prova. Veja [6].

O Lema 3 nos permite fazer a seguinte afiffaasobre as sojdes deY e X”: as probabi-
lidades estaciarias dos estadds:, . . ., s)/} de X" sdo limites inferiores para as probabili-
dades estaci@mias dos estadds, . .., s)/} de X. Istoé verdade pois, pelas regras acima, as
transid@es entre estadg$ sdo escolhidas de forma a aumentar o tempo de pentehestes
estados clones o que consequentemente diminui o tempo relativo nos estagassie(ver
[6] para maiores detalhes).

Vimos que a parti@o S de X" depende da escolha do estagg...,,. O método de [6]
apenas suge gues;,i.. € um estadomportantepara a medida de interesse a ser calculada
para o modelo. A escolha dg,;.;.; pode r@o ser trivial. Sabemos que quanto menor o tempo
de permaahcia nos estadasones menor o erro introduzido na sq&e do modelo. Devemos
entdo escolher os estados dg de forma que as taxas de traf@cdos estadoslonesem
direcdo a S, seja maior que as taxas de tra@siados estadoslonesem dire@o ao estado
clone f,. Portanto, a escolha dos estadosSggpode ser feita atras da aalise da matriz
de transj@o do modelo. Por isso, usamos a ferramenta TANGRAM-II [8] [9] para estudar os
modelos apresentados neste trabalho e escolher o cosjunto

Caso a parti@o S, contenha mais de um estado resta ainda determinar as taxas d@transic
de f, para cada estado effj a partir da taxa de trangio def; para o conjuntcy.

Lema 4. Sejag a taxa de transiém do estadq; para a parti@o S, na cadeia¥”. Fa@a a
transi@o def; para um dos estados dgigual ag e encontre a sol@o do modelo. Repita esta
opera@o para cada estado dg. A solug@o deX"” corresponde aos menores valores obtidos
com cada sol #o. As probabilidades estacenigs dos estadds;, . . ., sy} deX” € um limite
inferior para as probabilidades dos estaflas. . ., s/} de X.

Prova. Veja [12].



O Lema 4 mostra que se aimero de estados da pa&asS, for m, teremos que solucionar
0 modelom vezes, onde a taxa de traj@icdef; para um dos estados §g é iguala taxa total
de transjéo def; paraS,. Para reduzir o custo computacional decorrente do Lema 4, suponha
gue a numergmo dos estados d&” é feita na seguinte ordem: estados clones, estadfiseale
resto dos estados do modelo (veja a Figura 4¢nAtlisso, suponha qu¥ = {ei,...,enk}s

isto &, oi-ésimo estado d8” & denominade;, portantoe; = f1, ..., ex = fr, €xr1 = S1,
...,emir = sy E interessante aqui lembrarmos de dois fatos. Em primeiro lugar, os estados
sdo eliminados pelo algoritmo na seguinte orde®): x, exr1x—1, - - -, €2. EM segundo lugar,

nado conhecemos os valores das trabescdes; (f;) para os estados dg. Lema5. Suponha

transi goes do estado f;
para os estados de S

est ados

cl ones R
transi ¢oes

de S, p/ S

\ transi ¢cdes

transi gées dos estados de de S p/ S,
S, € S para o estado f

Figura 4: Estrutura da matriz de’”.

que Sy = {Sks1,---,Smak})s ISt0€, Sy € formado pelosn primeiros estados da cadeiaoap”
os estados clones. Séjg a probabilidade estaciaria (rdo normalizada) do estadp € S”
quando a trans@m dee; paras, € feita somente atrag do estadey,;, 1 <1 < m. Sejam

( . :
min{’m;} ,
. 1<j<m paral <:<m+k
mt =9 im0 _ 3)
> ]’(i)vr;?”” param +k+1<i< M +k
\ jzl ]‘ - pZZ
e ) .
max{’m;} .
1<j<m paral <:<m+k
Tt =< i1 p(_i) (4)
> ”(Z.)w]’-”” param +k+1<i< M +k.
(=1 1 — Dy
, T oy i (i)
Para: = 1, .. .,M, temOSW S ;e Erro = 1 — W, Ondepﬂ ea pl‘O-
j= j=

babilidade de transio do estad@j]para 0 estade; da matrizA; (a éadeia de Markov nesse
passo do GTH temestados) e&; € a probabilidade estaciana (normalizada) do estadpna
solu@o exata do modelo.
Prova. Veja [12].

Resumindo, podemos dividir oetodo de aproxima@m aqui proposto em quatro passos.
No primeiro passo, os estados slgsdo escolhidos atras da aalise da matriz de trangio
do modelo. No segundo passo, o0 conjunto de estaldogsé gerado e as taxas de tra@sic



do novo modelo&bd calculadas de acordo com [6]. No terceiro passexe€cutada a primeira
parte do algoritmo GTH onde as traj®iss sdo redirecionadas para o estado clgre No
guarto pass@ executada a segunda parte do algoritmo GTH e o Leenasado para calcular
o erro introduzido pelo novo etodo.

4 Exemplos

Nesta sego si0 mostrados resultados nerntos de dois modelos de redes usando os algoritmos
discutidos neste artigo. O primeieco modelo dgitter apresentado em [12] e o seguralarh
servidor de disco modelado em [13].

4.1 Modeo 1: Jitter

Considere um #afego de voz enviado atras de uma rede IP. Nosso objetealimensionar o
playout buffemo receptor de forma a reduzir a valores aoats dgitter [16] entre pacotes de
VOZ.

O primeiro exemplo aqui discutido corresponde a um dos model@ateapresentados
em [12]. Neste exemplo escolhemos o desvio paghéra gitter igual a 36, bem acima do
valor tipico de 20, de forma a super dimensionatayout buffer Neste caso, as probabilidades
de transj@o entre estados possuem valores bem distintos, a menor probabilidade dadransic
€ 1.8e-04 e a maia 9.1e-01.

Neste modelo, o processo de entrega de pacotes para a apleag inicializado ap$s
um tempaol; da chegada do primeiro pacote. @0 perddo de si€ncio, a aplica@o entrega
pacotes a intervalos fixos de dygad,. O playout bufferarmazena @B pacotes. A medida
de interesse desejada para este moglalprobabilidade djitter ser maior que um determinado
valor as oplayout buffer

Visando exemplificar o uso dos algoritmos discutidos neste trabalho, inicialmente iremos
calcular a medida de interesse assumindo que o tempo de peromeim qualquer estado do
modelo€ exponencialmente distrid. Em seguida, vamos calcular a medida de interesse
para o0 modelo com trangies determirsticas e exponenciais.

ParaB = 50, a matriz de transéo possui 2801 estados onde cada estadpresentado por
4 variaveis de estado (veja [12] para mais detalhes nimero total de pacotes armazenados
na fila), n, (nUmero de pacotes armazenados na fila antegitdoo perodo de siéncio), f
(estado do processo de chegada)estado do servidor). Suponha daeorresponde a matriz
de probabilidades de tranair de estados ordenados pelos valores,de,, f es.

Precisamos agora definir os estadosgdo novo algoritmo de aproximao. Uma maneira
€ agrupar os estados da cadeia de acordo com uma ou maigevguile estado do modelo.
Para este exemplo escolhemos aaxel de estada,. Portanto, o estaddone f; representa
os estados que tem armazenagacotes dos perdos ativos anteriores= 1, ..., 50. Vamos
chamar a esta matriz reordenadaRle Os estados d§, de P’ possuemm, = 0 (sdo 201
estados neste exemplo)

A Tabela 1 apresentags solydes para o exemplo, quande= 1.0e — 04 e 7} = 800. A
primeira solyéo corresponda Soly@o exata do modelo onde a matriz de probabilidades de
transi@o é P. A segunda sollo corresponda $olu@o da matriZP~ + diag(P¢e’’), onde
P’ = P~ + P¢ e portanto, soli@o sem limites. E a terceira soim corresponda oluéo
encontrada pelo algoritmo proposto nag®e8 usando a matriz de probabilidades de tr&asic
P’. Conm aqui observar que o motivo de usarmos a mRtrip primeiro caso se deve ao fato



gue a soly@o desta matriz tem um menor custo para o algoritmo do GTHd|dtvorecendo
a solu@o do GTH), enquanto que o motivo de usarmos a mRirizas duas outras sQibes se
deve ao fato do novo algoritmo exigir que os estadoSd@rupo inicial) sejam os primeiros
da matriz.

Sem obte&o de Limites| Limite Inferior
x P (Alg. Proposto) (Alg. Proposto)
0 | 2.5092073088e-01 2.6131190857e-01 | 2.4587567667e-01
20 | 1.6094900813e-01 1.6761426285e-01 | 1.5771258112e-01
40 | 1.0324322287e-01 1.0751875328e-01 | 1.0116716685e-01
60 | 6.6226957407e-02 6.8969562317e-02 | 6.4895239257e-02
80 | 4.2482303103e-02 4.4241589316e-02 | 4.1628051960e-02
100 | 2.7250928438e-02 2.8379449709e-02 | 2.6702955869e-02

Tabela 1: Pditter > x] paraT; = 800 e B = 50.

A Figura 5a mostra ourhero de operdies requeridas para assrsoludes quando o valor
deT; varia de 100 a 800. Podemos fazer dois coruéos a respeito da Figura: a) améero de
operades requeridas pelos algoritmos praticamente seamaobnstante quando varianifs
b) existe uma difereracde pelo menos uma ordem de magnitude entrnenoemo de operdes
da solyéo exata e ourhero de operdes das outras duas sghes (lembramos que usamos a
matrizP na solyéo exata e a matriP’ nas outras sol@es). E interessante notar em redac
a segunda obsenao que os algoritmos de aproxipdacsio mais baratos que o GTH, apesar
da matrizP possuir uma estrutura mais compacta que a metriz

A Figura 5b mostra ournero de operdes requeridas para assrSolydes quando o valor
de B varia de 50 a 150. O modelo tem 2801 estados qu&hdo50 e 23401 estados quando
B = 150. Por problemas de megria < foi possvel usar o algoritmo GTH parR variando de
50 a 100. O omero de operdes do GTH para os outros valoresigié¢oi calculado de acordo
com a estrutura da matriz de traj@ic Para os outros dois algoritmos obtivemos as, 8ekic
do modelo facilmente.

Vejamos agora o modelo gieter com as transi@es determirsticas. Neste exemplo, temos
dois tipos de evento determdtico: p; que corresponde aolio da entrega dos pacotes (
unidades de tempo ap a chegada do primeiro pacoteyg£que corresponda entrega de um
pacote ao destino. Portanto, 0 modelo ag@aémarkoviano. A matriZ{ gerada a partir
da matrizP discutida acima possui 2701 estados. Considere que a ratéigerada a partir
da reordengio dos estados d& usando o mesmo ceitio de ordengimo deP’: n,, ny, f, s.
Novamente, os estados dgcorrespondem aos estados onge= 0.

Quando estudamos uma s@ocpara modelosaov” markovianos em 2.2, vimos que a
solu@o da MatrizH nos fornece o vetof das probabilidades estacanés dos pontos em-
butidos e que precisamos ainda calcular o vetdas probabilidades estacemms dos estados
do modelo. Como o vetgt € uma aproximgio para a soli@m de?H, o vetorr ndoé a solyéo
exata da matriP, mas uma aproxim&o para a soliEm deP.

A Tabela 2 apresentags’solydes para a matrizZ quando: = 1.0e — 04 e 77 = 800. Note
gue a aproximgo da medida de interesse obtida usando o algoritmo propoasédior do que
a aproxima@o obtida pela soléo deH ~ + diag(He®).

A Figura 5¢c mostra ournero de operdes requeridas para ags$rsolydes quando o va-
lor de T; varia de 100 a 800. Novamente temos uma difesiethe pelo menos 1 ordem de
magnitude entre a sojao do algoritmo GTH e os outros dois algoritmos.



Sem obte&o de Limites| Limite Inferior
x H (Alg. Proposto) (Alg. Proposto)
0 | 2.5961166006e-01 2.6173145370e-01 | 2.5871515108e-01
20 | 1.6653190277e-01L 1.6789167709e-01 | 1.6595681975e-01
40 | 1.0682445709e-01 1.0769670530e-01 | 1.0645556122e-01
60 | 6.8524195323e-02 6.9083712386e-02 | 6.8287561376e-02
80 | 4.4314812638e-02 4.3955901790e-02 | 4.3804109295e-02
100 | 2.8196191039e-02 2.8426419938e-02 | 2.8098821403e-02

Tabela 2: Pditter > x] paraT; = 800 e B = 50.

4.2 Modeo 2: Servidoresde Video com Carga Mista

Nosso segundo exempdoum modelo de um servidor com sewiG-Gated Temos urmuhico
recurso, neste caso um disco aiws pedidos de acesae informades armazenadas no disco.
Imagine que o disco armazena arquivos com canatisas bem distintas como, por exemplo,
filmes e dados. Precisamos, portanto, definir como estes pedidaeratendidos de forma a
atender a QoS dos pedidos de apla@em tempo real. A seguir vamos discutir o modelo de
um sevidor de disco com ptita de servio g-gatedque foi apresentado em [13].

O servidor de disco [13] atende a duas classes de pedidognuous medid' e no conti-
nuos mediaVC'. Quando um pedido chega ao servidorgdemazenado na fila correspondente
ao seu tipo e aguarda a sua vez. O templovidido em ciclos de tamaniio. Em cada peodo
T o servidor deve atender exatameniepedidosC'. O valor deT e N, dependem doimel
da QoS que o sistema fornece aos seusinssl” Assume-se que em cada ciclo cheggm
pedidosC' para serem servidos nogximo ciclo. O servidor utiliza o algoritmg_gatedpara
escalonar os pedidos a serem atendidos (veja [13]).

Os padmetros para o exemplag0s mesmos utilizados em [13] para um disco com 2.25
GBytes e 5288 cilindros, uma taxa de transf@ia de 75 Mbps e tempo dedatia naximo
de 8.33 segundosi’ = 1.48754 segundos;N. = 24; N,. = 6; o0 tempo de seryx de
24 pedidoC tem um distribujéo erlangiana com 6 egjios (o0 mmero de estjios depende
da QoS escolhida, veja [13] para mais detalhes); e o tempo deseeviam pedidaVC &
exponencialmente distrildd com ne€dia de 0.018407 segundos.

O limite T' & constante, e portanto o modelo a ser resolvatmenmarkoviano. Os pontos
embutidos deste exemplo correspondem amaré ao fim de cada mini-ciclo. Para este exem-
plo a matriz de transé&m do modelo tem 4941 estados e a maiidos pontos embutidos tem
3996 estados. A matri# & obtida pela ordendo dos estados conforme definido em [13].
Os estados do grupo inicial usado no algoritmo proposto representam o sistéimaesimo
mini-ciclo (259 estados).

As Tabelas 3 e 4 mostram o tempedno de resposta para um pedidl@’ paracs = 1.0e—05
ec = 1.0e — 03, respectivamente, quando a taxa de chegada de pedidosria de 1 a 10.

A Figura 6 mostra o mmero de operdies requeridas para os algoritmos quando a taxa
de chegada de pediddséC varia de 1 a 10 e € igual a 1.0e-05 e a 1.0e-03. Note que o
nimero de operdese praticamente constante para @stalgoritmos quando variamos a taxa
de chegada, e que existe uma difeeede pelo menos uma ordem de magnitude entrgaeno
de operates do algoritmo GTH e oumero de operdies dos outros dois algoritmos.

A partir da solyéo de H, as medidas de interesse de [13] podem ser calculadas sem maiores
esfor® computacional. Dentre estas medidas destacam-se probabilidadertlewda classe
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Figura 5: Nimero de operdies requeridas na sqQim do modelgitter.

C' e tempo nedio de resposta dos pedidos da clad¥e¢, importantes para a aval@a de
servidor multimdia.

5 Conclusoes

Um dos netodos mais importantes na sdiocde cadeias de Markar 6 método GTH [3].
Entretanto, o uso do GTH tem algumas re$ie, a principal delas 6 custo computacional da
ordem deD(N3), ondeN corresponde aoumero de estados do sistema sendo modelado. Este
custo pode ser reduzido se a matriz em quesspossuir uma estrutura de banda, por exemplo.

Neste artigo, propomos uma aproxifaagara o rafodo GTH de forma que ele possa ser
usado na sol@o de modelos cuja cardinalidade do espde estados muito grande, de tal
forma que impossibilita o uso do GTH. Cetodo tem como base doistodos de aproximao
existentes na literatura ([5] e [6]). O novoetodo€ util quando existem probabilidades de
transi@o que diferem em ordens de magnitude. Uma pertédoaea matriz origina¢ feita de
forma a ser possel obter limites para o erro introduzido com a modif@ac

A utilidade do algoritmece’ilustrada usando modelos de redes muttim” Os resultados
apresentados mostram que o novo algoritmo fornece uma boa apréripa@ a solEo de



Sem obteg&o de Limites

Limite Inferior

Taxa de Chegada H (Alg. Proposto) (Alg. Proposto)
1 8.5309255855e-02 8.5211824070e-02 | 8.5249021836e-02
2 8.8155120799e-02 8.8042486353e-02 | 8.8091853646e-02
4 9.4480540868e-02 9.4364984173e-02 | 9.4430481616e-02
6 1.0130366183e-01 1.0119635330e-01 | 1.0127005822e-01
8 1.0827843193e-01 1.0817052606e-01 | 1.0825465280e-01
10 1.1508465436e-01 1.1497640075e-01 | 1.1506956013e-01

Tabela 3: Tempo edio de resposta de um pedido NC quando 10e — 05.

Sem obteao de Limites

Limite Inferior

Taxa de Chegada H (Alg. Proposto) (Alg. Proposto)
1 8.5309255855e-02 8.2554738838e-02 | 8.4659286935e-02
2 8.8155120799e-02 8.4853090716e-02 | 8.7640481682e-02
4 9.4480540868e-02 8.9013311956e-02 | 9.3782893023e-02
6 1.0130366183e-01L 9.3946296685e-02 | 1.0057588108e-01
8 1.0827843193e-01 9.8744536955e-02 | 1.0758563017e-01
10 1.1508465436e-01 1.0330094600e-01 | 1.1452575879e-01

Tabela 4: Tempo edio de resposta de um pedido NC quando 10e — 03.

modelos Markovianos e dean™™Markovianos.
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