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Resumo

0 projeto topologico de interligacgio de redes de computadores
é um processo complexc, que consiste em selecionar um conjunto de
redes e pontes determinando em que rede cada estagdo usuaria sera
conectada, e como estas redes serao interligadas. A dificuldade do
problema imp&e que suposigdes simplificadoras sejam assumidas para
que se possa resclvé-lo. Neste artigo o problema é enfocado de
forma simplificada, na qual a alocagdo das estacgbes & conhecida,
tratando-se portanto de determinar a topologla da interligagao.
Para este problema é proposta uma formulacsio matematica para a
qual foi desenvolvida uma relaxacdo Lagrangeana. A solugao
Lagrangeana fornece limites inferiores para a solugdo o6tima, os
quais sd@o melhorados pela utilizacdo do método de otimizagdo por

subgradiente

1 - Introdugao

Redes locais sdc redes de comunicagdo de dados, tipicamente
redes de comunicagéao chaveadas por pacotes, limitadas
geograficamente, cobrindo distancias variando de dezenas de metros
até dezenas de quilémetros. As redes locais derivam diretamente da
evolucdo da tecnologia de redes e da redugdio do custo dos
equipamentos de computacao, e tem como caracteristﬁca fundamental
o uso de tecnologias de comunicacaoc digital de alta velocidade.
Decorrem deste fato redes com altas taxas de transmissao de dados
e com custos de transmissio e controle muito baixos, especialmente

gquando comparados aos custos das demais redes de computadores.
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No entanto redes locais apresentam limitacgdes,
principalmente no tocante as distincias fisicas que podem cobrir,
aoc numero de estagdes que podem ser conectadas a rede e a
capacidade de manusear o trafego entre estagdes. Estas limitagdes
tém provocado cada vez mais a necessidade de interligar redes
locais, conseguindo desta forma um ou mais dos seguintes
beneficios: extensdo geografica das redes locais, melhor contencgéo
e lisolamento de falhas, seguranga e controle do acesso,
interligac@o de redes locais heterogéneas, aumento da eficiéncia
e performance, aumento da conectividade e disponibilidade.

A interligacdo de redes é estabelecida através de um elemento
intermedidrio, denominado genericamente, na nomenclatura da ISO
(International Organization for Standardization), por "estagdo de
troca", recebendo ¢ nome particular de repetidor se a interligacio
se da no nivel fisico, de ponte se é no nivel de enlace, de
roteador no nivel de rede ou de comporta ("gateway" ) em niveis
mais altos que nivel de rede,

Nas interligagbes de redes no nivel fisico basicamente o que
se faz € estender a rede original, assim todo o trafego gerado em
um segmento aparece em todos os segmentos. Este tipo de
interligacéo ndo é, portanto, muito util.

Nas interligacSes nos niveis de enlace e de rede, os
segmentos sdoc interligados de forma mais inteligente, restringindo
o trafego as segbes da rede nas quais ele & relevante. A selegio
entre pontes e roteadores tem sido amplamente pesquisada (IEEE -
Network, edicdo especial de janeiro de 1988 sobre interligacdo de
redes locais), Sendo o uso das pontes mais divulgado.

Uma interligacdc de redes locais deve preservar as
caracteristicas destas redes no tocante aos atrasos e capacidade
de transmissdo, devendo entretanto ter uma topologia mals
dinamica do que a de uma rede simples devido as possibilidades de
falhas das redes e das pontes. Com a flexibilizacio da topologia,
torna-se necessario um algoritmo que promova um roteamento das
mensagens através das pontes. 0 algoritmo mais frequentemente
utilizade é aquele em que o roteamento se baseia na obtencao de
uma arvore geradora minima [BACK 88], [HART 88], [SINC 88],

Sob estas condicdes o uso das pontes é transparente, isto e,
nenhuma participacac das estacgbes finais é requerida para que se
faga uso dos servigos providos pela ponte e nao sdo necessarias
modificacdes nas estacdes finais. Uma ponte transparente se

inicializa, autoconfigura e roda sem intervenctes do gerente da
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rede. Contudo, se possivel, é altamente desejavel que exista uma
interface de gerenciamento remoto para configuracdes e performance
especials, seguranga e monitoramento gerencial. Muito embora a
topologia fisica possa ser arbitraria, a topologia légica deve ser
uma arvore, sendo portanto requerida a operagdo de um algoritmo de
arvore geradora minima. Este algoritmo deve também permitir a
alocaglo automatica de pontes sobressalentes sempre que houver
falhas de pontes ou redes locais. Como as mensagens de dados séao
encaminhadas através de uma arvore, pode ocorrer de um caminho
entre duas estagdes nfoc ser o6timo. Contudo estas mensagens nédo
entrario em ciclos, e somente uma cépia de cada mensagem sera
recebida por cada rede local.

A operacdao de uma ponte transparente pode ser resumida da
seguinte forma: pontes recebem e transmitem mensagens das redes as
quais estdo conectadas. Uma tabela de enderecos de estagbes €
mantida pela observagio dos enderegos de origem das mensagens que
chegam em cada uma das portas da ponte (aprendizado). Mensagens
s3o transmitidas ou descartadas em funcio das informagdes contidas
nestas tabelas. Assim, mensagens cujo destino & sabido estar do
mesmo lado da ponte que recebeu a mensagem S30 descartadas;
mensagens que estdo de outro lado da ponte ou tém enderecgo
desconhecido sido transmitidas (transmissdo); mensagens adicionais
sic trocadas entre as pontes com a finalidade de informar
alteracdes na topologia da réde. Tais informacbes serdo utilizadas
para permitir a reconfiguragdo da rede, através de um algoritmo de
arvore geradora minima.

Como a topologia légica da interligacao deve ser uma arvore a
topologia fislca' da interligacio deve ser criteriosamente
determinada, de modo a se evitar que retardos excessivos sejam
impostos as mensagens dgue trafegam pelo sistema de redes. 0
problema de se projetar a topologia da interligacdo & enfocado
neste artigo, sendo o problema definido na secdo 2, na segdo 3 &
proposta uma formulagio matematlica para a qual foil desenvelvida
uma relaxacio Lagrangeana, apresentada na secdo 4. A solugdo
Lagrangeana fornece limites inferiores para a solucao otima, oS
quals sic melhorados pela utilizacdo do método de otimizagdo por

subgradiente .
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2 - Definigao do problema

2.1 - Problema Geral

Um problema encontrado por projetistas e gerentes de redes de
computadores é: Qual deve ser a configuragdo global de uma rede de
computadores? Determinar esta configuragdo envolve selecionar a
localizagdo das pontes, decidir como as estagdes serdo ligadas a
estas pontes e ainda decidir gqual sera a rota a ser usada por cada
par de usudarios que deseja se comunicar de modo a assegurar um
nivel aceitavel de performance a custo mimino. De maneira mais

esquematica o problema pode ser colocado da seguinte forma:

DADOS :

i - numero e posigdo das estagdes a serem interligadas

i1 - requisites de trafego: taxa de chegada a cada estagdo e
probabilidade de que uma mensagem que chegue em uma
estacdo S se destine a outra estacio T.

iii — restricdes de confiabilidade.

iv - custos unitarioes (estrutura das tarifas, custos de
hardware, manutencéo,etc),

OBTER

a - numero de redes a serem interligadas.
b - a alocagio das estagBes as redes.
c - a topologia da interligacio, isto é, o nimero e a posigdo
das pontes.
d - a rota a ser seguilda per uma mensagem que se origina numa
estacdo S e se destina a uma estagéo T.
OBJETIVO:
Minimizar o custo global do sistema. Este custo € composto de
duas parcglas basicas: uma que retrata os custos de instalagio e
operacgido da rede e outra que retrata o custos dos retardos

impostos pela rede as mensagens que por ela circulam.

2.2 - Problema simplificado

O problema acima colocade € computacionalmente intratavel e
para soluciona-lo devem ser estabelecidas, a priori, algumas
suposigdes. Uma delas, comum a maioria dos trabalhos existentes na
literatura sobre projetos de redes, &€ a que estabelece que as
mensagens na rede seguem rotas estaticas e ndo bifurcadas. Esta
suposlicio tem aceitacdo geral, o que se deve ao fato de ser esta a

estratégia usada pela maloria das redes em operacgido, bem como pelo
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fato de existirem resultados de simulagio [GERL 75] que sugerem
que, para redes de porte médio e grande em regime permanente, ndo
existem diferencas significativas entre os retardos nas redes ope-
rando com roteamento dindmicos ou com bons roteamentos estaticos.

Uma outra suposigio estabelecida a priori por alguns
pesquisadores, como G. Bernard em [BERN 83] e L. Lellis em
[LELL 85) é a topologia da rede global, isto é, a posigdo das
pontes e das redes a ela conectadas. O problema entdo consiste em
se alocar as estagdes a redes pré-definidas. Em contraposigdo a
esta estratégia ndo serd considerado que a topologia da rede
global seja conhecida a priori, mas pelo contrario, sdo supostos
conhecidos o numero de redes a interligar, bem como a alocagdo das
estagdes a estas redes. Uma justificativa para que esta estratégila
seja seguida é o fato de existir, dentro de uma organizagdo,
agrupamentos naturais de estagbes (estagdes de um mesmo
departamento, divisf@io, etc) que seriam entdo interligadas numa
rede. 0 projeto se resume entdo em interligar todas as redes da
organizagio. Este problema simplificado fica entdc semelhante ao
de projetar uma rede mestra ("backbone network") interligando
redes regionais, que vem sendo intensivamente estudado ([ALTI 89],
[GAVI 86a], [GAVI 88], (GAVI 89a], [GAVI 89b] ).

O problema simplificado aqui tratado pode ser esquematicamen-

te colocado como:

Dados:
i - o conjunto de redes (numero, posigdo e capacidade) a
serem interligadas.
ii - as requisicées de trafego a esta redes: taxa de chegada

a cada rede e probabilidade de transicdo entre redes.
iii - que as pontes que fardo as interligacdes sdo dotadas de
duas portas, isto €, apenas duas redes sdo conectadas a
cada ponte.
iv - que a topologia de interligagdo €& em arvore.
v - que as rotas seguidas pelas mensagens ndo se bifurcam.
Obter:
a topologia da interligagac, isto &, a posicdo das
pontes com o objetivo de minimizar ¢ retardo médio fim
a fim na rede global.
Observe-se que uma vez estabelecido que a topologia da
interligacdo & uma arvore, e que cada ponte tem duas portas, entdo

ficam automaticamente determinados: © numerc de pontes (numero de
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redes - 1) e também as rotas, que serfio unicas para cada par
origem-destino, dado gque elas ndo se bifurcam. Neste caso a funcéo
objetivo se reduz a minimizar o retardo médio fim a fim pois os
custos assoclados a instalagioc da rede serdo fixos, e os custos
associados a operagio de redes locals podem ser considerados
despreziveis.

Este problema é de natureza combinatéria, o que pode ser
llustrado considerando-se o seguinte: seja um sistema com n redes,
entdo o nimerc de possivels ligacdes entre elas é :

Ci = N [2 1)

Se a topologia desejada & uma arvore, entdo somente (n-1)

ligagdes serdo usadas. O numero de topologias com (n-1) ligacBes é

entdo dado por:
n=-1
nin=-1)/2

Qualquer algoritmo que se baseie na enumeragio de todas estas
topologias & de complexidade muito elevada para qualquer caso

pratico.

3 - Formulagao matematica do problema simplificado

3.1 - Representagao do problema

O problema consiste em interligar as redes através de pontes,
0 qual sera representado por um grafo cnde os nés representario as
redes e os arcos representardo as pontes (Observa-se aqui que caso
as pontes tivessem mais de duas portas esta representacio ndo
seria possivel). Se for considerado que tanto as redes quanto as
pontes si@o indiferentes ao sentido que a mensagem percorre (canais

“full duplex") podemos representar o problema por um grafo nio

orientado 6 = (N,L ), onde N representa o conjunto de vértices
(redes) e L o conjunto de ligacdes (pontes). As requisicdes de
trafego serdo representadas por uma matriz D = | dlj ]IN % N onde

dIj representa a demanda média de trafego do né N!I para o né Nj.

Para que a matriz de requisicdes de trafego fique coerente

com o grafo ndo orientado sera adotada a matriz de intensidade de

trafego:
Di="rd i ] N x N
onde:
B . se 1.= )
d = d +d se 1 < | (1)
i] i) j i
0 Be 1 >
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3.2 - Notagoes:

Com a finalidade de simplificar a notacfio, o termo comodidade
sera usado para representar um par origem-destino de redes que se
comunicam e que tem que ser suportado pela interligacd@o de redes.

Com o objetivo de formular o problema, sdc definidos:
Con juntos
M - conjunto de todos os pares origem-destino que se comunicam na

rede, isto &, o conjunto de todas as comodidades.

Sp- conjunto de indices de todas as rotas que podem suportar o
trafego gerado pela comodidade p, isto &, o conjunto de todas
as rotas que se iniciam no né de origem da comodidade p e que
terminam no ndé de destino da mesma comodidade p.

R= U S - conjunto de todas as rotas da interligaco de redes.
pel P

N - conjunto de indices de todas as pontes a serem usadas na
interligagdo.

A - qualquer subconjunto de N.

=N-A - conjunto complementar de A em relagio a N.

L - conjunto de indices de todas as ligagdes usadas na rota r.

L= U L = conjunto de todas as ligagles candlidatas a serem
reR usadas na interligacdo.

Indices

i, J, n = indices que indicam nés (redes).

1,b - indices que indicam ligacgdes (pontes).

3 - indice que indica rota.

p - indice que indica um determinado par origem-destino

(comodidade) .
Dados

A - intensidade de trafego associada a comodidade p, em mensagens
P

por unidade de tempo.

Se a comodidade p tem como né origem o nd l‘«ll e como nd

destino o né NJ. entdo:

A= d (2)
P 1}

A = z A - taxa global de chegadas externas
pell i

hr - intensidade de trafego associada a comodidade que & suportada
pela rota r.

LTV retardo de propagacdo e detecio da rede i em unidades de

tempo.
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tempo médio de transmiss@o de uma mensagem na rede i em

zﬁl

! unidades de tempo.

x; - segundo momento do tempo de transmissdo de uma mensagem na
: rede i.

iB = tempo médio de processamentc de uma mensagem na ponte 1j em
'3 Unidades de tempo.

X; - segundo momento do tempo de processamentc de uma mensagem na

'3 ponte 1j.

Varidveis de decisao (binarias)

se a ligaclo entre os nés 1 e j ¢

1
y = estabelecida diretamente.
1]
0 caso contrario.
) se arotar, reR €& selecionada para
W = suportar a comedidade apropriada.
1
0 caso contrario.

Funcoes indicadoras (binarias)
Diferem das variaveis de decisio pois uma vez que valores
tenham sido definidos para estas, as funcBes indicadores sio

parametros dados.

1 se a ligacdo (i, j) aparece na rota r.
r -
Py
0 caso contrario.
1 se o nd 1 aparece na rota r.
r P
Pi -
0 caso contrario.

Variaveis (lTaxas efetivas)

A = E: Was - taxa efetiva de mensagens (3)
Bi rr 1}
] reR na ligacdo (i, j).
Ay = E: Urxrp: - taxa efetiva de mensagens no né j. (4)
\ ]
reR
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3.3 - Formulagao matemitica

Trata-se aqui de dar uma representagio mais formal ao
problema apresentado na secgdo 2.2 sob forma esquematica, usando as
notacdes definidas na segdo 3.2.

A funcdo objetivo que é o retardo médic fim a fim na rede
global é obtida pela soma dos retardos sofridos por uma mensagem
em cada uma das comodidades, ponderada pela probabilidade de
ocorréncia desta comodidade. O retardo sofrido em uma comodidade
sera a soma dos retardos sofridos em cada uma das redes e pontes
presentes na rata que suporta esta comodidade. 0 retardo médio
sofrido nas redes é calculado a partir da expressdo simplificada
apresentada por Bertsekas e Gallager em [BERT 87]) para redes tipo
ETHERNET, sob as seguintes suposigdes: ndo persistente CSMA/CD;
distribuicio de chegada das mensagens Poisson com taxa AN e numero
finito de estacdes. O retardo médio sofrido por uma mensagem para
ser processada em uma ponte pode ser obtido através do modelo
M/G/1 [KLEI 75].

Seguindo as consideragdes acima obtém-se [FERR 89] para

expressao do retardo a seguinte expressdo:

) By E blkﬂl f!JlBIJ
LI §:[dg+ 2 -cA ]AN a2 E:[ T 28 A ]AB
1'N i 1) Blj 1)

1eN i (1, el
(5)
onde os coeficientes da expressdo de retardo sao dados por:
a = 4.62 1
! 1
o )
b1 = 2Ti XH + KN
1 i
= e X
¢, 2 [ 2 1 T + XN ]
|
d' = XN
1
cl} e XB
i)
=
f|1 = %3

O problema pode entdo ser formulado como:
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Problema P

2
fleBlj
F E: { E’1J RB1 g 2 - Ze1 hB ] (6)
(1, ))€L J ) 1)
sujeito a:
E: EC Ylj R YVAESN (7)
1€ Je A RA=N-A
v” = |INIIl-1 (8)
(i, el
wr = Ylj Y (i,]) € lr (9)
E: Ur = 1 Ypel (10)
reSp
= ¥
Al zwraralj YV (1,j) e L (11)
J relR
A =Zu;\p’ Viel (12)
N] e il |
reR
1
AB < = V (i,j) e L (13)
1] il
2
A < VielN (14)
Na S
UP e {0,1} VreR (15)
Y € {0,1} v (i,J) € L (16)

L

As restricées 7 e 8 garantem que a topologia obtida na
solugdo & uma arvore. A restrigdao 7 garante que o grafo é& conexo,
pois garante que para todo subconjunto A do conjunto de vértices
existe ao menos um sucessor que ndo pertenca ao subconjunto A& (ou
seja pertence ao seu conjunto complementar R ). A restrigao 8
garante que existem exatamente || N || -1 arcos no grafo.

A restricdo 9 impGe que uma rota sé pode ser estabelecida se
todas as ligagdes pelas quais ela passa tiverem sido selecionadas

pelo medelo.
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A restricio 10 diz que exatamente uma rota deve ser
selecionada para cada comodidade que é suportada pela interligacdoc
de redes. E assumido para tanto que as rotas ndo se bifurcam.

As equagdes 11 e 12 expressam as taxas de fluxo efetivo de
mensagens respectivamente nas ligacdes (pontes) e nos nés (redes).

As restricdes 13 e 14 estabelecem limites superiores para o
trafego nas ligagdes (pontes) e nés (redes), respectivamente. Este
limite superior representa o instante em que oS dispositivos ficam
saturados quando entdo o retardo nestes dispositivos tende para o
infinito.

As retricdes 15 e 16 simplesmente expressam a natureza

binaria das variaveis de declsdo Hr o Y:f

4 - Obtencao de um limite inferior para a solugao do problema

simplificado usando Relaxacao Lagrangeana

O problema de projeto de interligagio de redes dado pelas
expressdes 6 a 16 é um problema de otimizagdo combinatéria ndo
linear, NP completo. Nesta secdo sera desenvolvida uma relaxacgdoc
Lagrangeana do problema que fornece um limite inferior para o
valor da solucdo 6tima. A diferenca entre a solugao viavel de
menor valor e o limite inferior mais alto €& um limite superior

para o errc introduzide pela selecdo desta seolugdo viavel.

4.1 - Reformulacao do problema
Com o objetivo de desenvolver o problema Lagrangeano,
tornando-o separavel nas variaveis Ylle Hr, o problema P €

reformulado como:

Problema P
2
1 aiaN1 i bIRN_l
ol A E: [ b s 2 = A ] g
i i N
1N \
2
fllelJ
. E [ e!.] th + 5= 2&1 RB ] (6)
ti, 1€k ) ' 1)
sujeito a:
ZZYHal VASN (7)
1€k )€ A A=N-A
E: Y = ol =1 (8)
i)
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Zur-1 YVpel (10)

resSp
A < 2 VieNl (14)
N [+
1 1
Hr € {0,1} YreR (15)
o e {0,1} vV (i,jJ) e L (16)
= r
aNl = X WA P Viel (17)
reR
r
RBl = E: Hrhréij V (1,J) e L (18)
) reR
1
AB < Y (1,]) € L (19)
1]
1J i}
AB =0 Y (1,3) el (20)

As ligualdades em 11 e 12 podem ser substituidas pelas
desigualdades 18 e 17, respectivamente, pois a fungio objetivo é

estritamente crescente em relacio as variaveis AB e AN e

1] i

portanto em qualquer solugdo Otima hB @ AN terdo sempre o
1} i

minimo valor possivel. Esta alteragdo é significativa na relaxagdo
Lagrangeana pois restringe o valor dos multiplicadores a wvalores
negativos, permitindo uma convergéncia mais rapida.

As restricdes 9 e 13 podem ser substituidas pelas restrigoes

19 e 20, como se demonstra pela seguinte andlise:

Quando Ylj =1 - A restrigdo 9 sera sempre satisfeita, e
] torna-se entdc desnecessaria,
- as restrigbées 13 e 19 sdo iguais,
- a restricao 20 e supérflua.
Quando Yl] = 0 - As restricbes 9 e 11, na formulagio original

estabelecem que AB = 0,

iJ
- de maneira equlvalente as restrigdes 19 e

20, na formulagac modificada, também impde

que A = 0,

B
]

a restricidc 13 @ supérflua.

I
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4.2 - Relaxagao Lagrangeana

0 problema relaxado é obtido multiplicando-se as restrigdes
17 e 18 por um vetor de multiplicadores M = [ M nij] e entéo
adiciondo-as a funcdo objetivo.

Problema Lagrangeano P(M )

2
1 2w, B
Z(M ) = Min o E: [ d AN * ] +

1 & = oA
1eN ! : Nl
fi]A;
1]
i §: [ 1) ABl Tz mze ] ] *
(1, el s g (8
T r
T (- Tuak) o T, (s oY) |
1eN reR (1, )€l ) reR
que pode ser reescrito como:
2
1 alANt + bthl
Z(M ) = Min { —— E: [ (d + kaJAN +. T ] .
1 N
1eN i
2
FoX
1) B"
® E: [ ( e Ani W * 2 -2e A ] ¢
) ) 1) 1) B
€1, €L 1
r r
+ Z l z [- ul pl] + z [—lej 61)] ] Urlra } } (21)
reR 1N (i, )1l

sujeito as restricdes: 7, 8, 10, 14, 15, 16. 19 e 20

E conhecido da teoria da otimizacdo (Geofrion [GEOF 74]1) que
para um dado vetor de multiplicadores M = [ Mo ni’] com ui< 0D e
", 5 e (v i, j) o valor da funcdo objetivo do problema
Lagrangeano Z(M ) €& um limite inferior para o valer da fungido
objetivo do problema original Z, isto é, Z2(M ) =2 (¥ M = 0).
Como o interesse neste ponto € obter o limite superior mais alto
possivel, €& necessario encontrar o vetor M tal que:

2(M') = Max { 2(M ) }.

M
(Qualguer procedimento computacional para se determinar M

depende da habilidade em se resolver o problema Lagrangeano P(M )
rapidamente
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As relaxacgdes introduzidas no problema P permitem separar o
problema Lagrangeano em subproblemas que s&c mais faceis de se
resolver. Para qualquer vetor de multiplicadores M o problema
Lagrangeano P(M ) pode ser decomposto em trés subproblemas P1{H L
Pafﬂ ), PBEH ) tais que:

ZM ) = Z}(m )« ZB(H ) BN, 23(H )
onde:
Subproblema PI{N )

1 a!AN1 + biANi
21[H ) = Min { —— E: [ [d: - Api)RNI 5 B ]
1eN =
(22)
sujeito a restrigao: 14
Subproblema PA(N )
2
1 IJAB”
22”‘1 } = Min = [(eu + hnlJ)ABl + 5 23" )lB ]
. J)€EL J J i)
(23)

sujeito as restricoes: 7. 8, 16, 19 e 20
Subproblema P3[M )

7{M)=M1n{z Zwu ,u]+X [—n”a:J] uA }

reR 1eN ti, ))el
(24)

sujeito as restricoes: 10 e 15

Fisicamente podemos interpretar a decomposic¢do do problema de
minimizar o retardo global na interligagic de redes como a
resolucdo de trés subproblemas. O primeiro trata de minimizar o
retardo nos nos (redes locais); o segundo se refere a minimizacdo
do retardo nas ligacdes (pontes); o terceirc trata de minimizar a

distancia total percorrida nas rotas selecionadas.
4.3 - Solucao dos subproblemas Lagrangeanos
4.3.1 - Subproblema PI(M]

Este subproblema pode ser decomposto em || ¥ 1| subproblemas,

um para cada no (rede local). Onde o i-ézimo subproblema sera:
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i 1 all“! LS b’anl
21{" ) = Min e [{dl + Aui] AN & e ] (25)
i i Nl
sujeito a: 0D = A < 2
] N [

i 1

Este é um problema de otimizagdo n3o linear, cuja solugédo é
dada por:

- -2
o Z:{H) Z8; * 4biaﬂt > blcllﬂl
=0 =d+ Au_ + = =0
4 AN ' : (2 =lcidy )
i i Nl
5 s V/fl i 2 ci{dl+ﬁuil +ac, o fl ; il
i c, 2 ci{dl+hgl] - 2bi PO ¥y A 2A

A =
Nl
0 caso contrario

Substituindo-se R; na expressio 25 obtém-se o valor otimo de
i

Z2mM) = Z'm)
1 1
A soclugdo do subproblema P‘(H ) & dada entdo por:
Z(M) = Z Z'm)
1 1
1eN

4.3.2 - Subproblema PE(H )

0 subpreblema PR{M ) & um problema de otimizacdo combina-

téria nac linear e para ser resolvido sera usado o segulnte fato:
Se ja ?t] a solucdo de lem ), ent@o a otimizac@o em relagdo a

variavel AB & separavel sobre ligagdes (pontes).
L)

Pela expressbes 19 e 20 quando ¥ =0 =2 =0,

e guando Yi] = 1 = AB = A

Onde Aé ¢ a solucdo o6tima do seguinte problema:
i)
.2

A
1 . 3B
V = i — + —— e
i] Min 7y [ ( eij Anlj )AB + 2 =6 A ] (26)
i) i) Blj

w
c
[
1
s
=F
o
[\
(o]
1A
=
1A

460




que & um problema de otimizagdo nd3o linear que pode ser resolvido

av
tomando-se ——— ™0 e cuja solugdo é:
d AB
1)
2 + A
1 1 = ‘/] = eij(el.j n” ) p/ n < _E 1]
4 e’j 2 eljfelj+3nlj} = flj 1) A
A
Bt
i 0 caso contrario
A substituigdo de J\; na equagdo 26 leva entdo ao valor

1)
6timo de V .
1)

O problema Pztm ) pode agora ser reescrito sem perda de

general idade, como:

Z (M ) = Min { v Y I (27)
2 Ly k)

(5, )rell

sujeito as restrigoes: 7, 8 e 16

Se associarmos a ligacao (1,]j) o custo Vly entdo o problema
Pa(H ) consiste simplesmente em encontrar uma Arvore geradora
minima, para o que ja existem algoritmos eficientes desenvolvidos,

como os algoritmos de Kruscal e de Dijkstra [BOAV 79].

4.3.3 - Subproblema 93(m )

Este subproblema pode ser reescrito como:

rr

ZJIM ) = Min { E: E: h W (28)

pell reS
p
sujeito as restrigoes: 10 e 15
r r
onde: hr = [ Z [— M p1 ] + Z [- nu 5”] ] J\r
1eN (1,)1€l

Este problema pode ser decomposto em || n || subproblemas P:(H )s
um para cada par origem-destino, onde o p-ézimo problema sera:
Subproblema Pﬁ(N)

Zp[M)=Hin[ z h W ]
3 rr

sujelito a:

Ur "l 68 1 B Y res
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O subproblema P:{M ) consiste em escolher uma rota de custo
minimo para o par origem-destino p, sobre o conjunte de todas as
possiveis rotas que suportam este par. Consequentemente este
subproblema ¢é equivalente ao de se encontrar o caminho minimo da
origem ao destino deste par em um grafo. Para que se possa
estabelecer esta equivaléncia é necessario expressar o coeficiente
hr em termos de custos sobre as ligacgdes.

O custo da rota no subproblema P:[M ) & proporcional ao
trafego na rota e é constituido de duas parcelas: uma referente a
soma de {-nljlhr sobre todas as ligagBes usadas por esta rota,
e a outra referente a soma de (—uilar sobre todos os noés
usados por esta rota. Como ndo existe bifurcagdo de rota, pode-se,
equivalentemente, considerar que a cada ligagdo (i,j) corresponde-

ra um custo a]J dado por:

lxl] G nlj 2 pl} Ar

Ou seja, o custo da ligaglo (i,j) engloba o custo da ligacdoc
(1,J) propriamente dita, mais o custo do né (rede) onde se origina
a ligagdo.

Evidentemente o custo da rota, referente a determinade par
origem-destino, obtido somando-se o custo de todas as ligacdes
existentes na rota, difere do custo real da rota por uma constante

(-pj_)kr que é o custo referente né destino j.. Como este custo
€ constante para um determinado par origem-destino, ele ndo
interfere na escolha da rota é6tima que suporta este par.

Observa-se que como os multiplicadores de Lagrange nij e u
sdo ndo posltivos, entdo os custos de quaisquer ligagdes seriao
sempre ndo negativos, e portanto ndo existirda no grafo nenhum
cicle negativo.

Seja CM" - o custo do caminho mais curto associado ao par

origem -destino p, obtide usando-se aij como

custos das ligagdes. Entao pode-se relacionar
Z(M ) e cM” por:

2Pm ) = M - A
< b Tt 2
onde: Jj* = lindice correspondente ac né destino do par origem-
destino p

A_ - taxa de trafego correspondente ao par origem-destino p
r
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Deste modo o problema PS(M ) se relaciona ao problema de
encontrar o caminho mais curto entre todos os pares origem-destino
em um grafo, wusando alj como custo das ligagbes. Para este
problema ja existem algoritmos eficientes desenvolvidos, como os
algoritmo de Djkstra e Floyd [BOAV 79].

A solugdo de P3(M ) sera dada por:

— P
Z3(H ) = E: 23{N )

PENM

4.4 - Maximizacao do limite inferior
A fungdo Z2(M ) & uma funcdo ndo diferenciavel sobre M, e
portanto, técnicas classicas de otimizagdo ndo podem ser aplicadas

para se resolver o preblema

Max { Z(M ) }.
M

Varios procedimentos Ltém sido sugeridos na literatura com o
objetivo de se fornecer valores aproximados para N'. tais como:
métodos duais ascendentes, por ajuste de multiplicadores, de
geragdoc de colunas e otimizagdo por subgradiente Gavishi, em
varios trabalhos correlacionados com assunto [GAVI 88], [GAVI 89b]
tem usado com sucesso esta ultima técnlica, o que aliado ao fato de
ser uma tecnica de facil programagao, fez com gue fosse a adotada
neste trabalho.

O procedimento de otimizagdo por subgradiente [GEOF 74] e
[FISH 81] & um procedimento iterativo onde na k-ézima iteracgio é
obtido o vetor M® = [p: : nTJ 12 Usando estes valores de
multiplicadores, o preblema Lagrangeano é resolvido. Baseados
nesta solugdo, os multiplicadores a serem usados na proxima

iteracdo sdo obtidos pela seguinte formula:

Mt = M. t, T(M© )

Onde V(M* ) representa as direc¢dées do subgradiente dadas por:

k k £ r

v[ul o= AN_ i Z Ar “r pl
: relR

k =, oy ~ K of

Vh]i, o "i'T‘ Z Ar wr 6!]
ij eR

e tk ¢ o tamanho do passo. Foi mostrade que 2(m*) converge para

-
Z(M ) quando a sequéncia de tk satisfaz as seguintes condigces:
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lim t'k — 0 e z tk —> o . Infelizmente tal sequéncia nfo &
pratica para propésitos computacionais e alternativamente tk é
aproximado pela expressio:
5 zZ - ZM)

2 I o ) IP

k

Onde Z é um limite superior para ZM) e Sk é um escalar
.
entre 0 e 2 . Como Z(M) = Z, qualquer solugdo viavel para o
problema do projeto topolégico pode ser usada como 2.
0 esquema basico do algoritmo de otimizagdo por subgradiente
é apresentado a sequir.

Passo 1- Inlctall zaq;o

A- Usando-se uma  heuri{stica determina-se um valor inlclal
para Z;
B~ Seleciona-se um valor Inicial para M
- 0
C- Faz-se: - M = M, k = 0, contador melhorlas = O,
- contador lteragoes = 0, Z(MH ) = O, Sk = 2

Passo 2- Rnnluc;u do problema relaxadeo
A- Faz-se contador melhorias ¢— contador melhorias + 1

B- Solugao do subproblema P (M)
- Rotlna de otlnlzaq;n nao 1lnear
- Obtém-se Auk. zlmkl
c- Solm;:n do subproblema Pz(l'lkl
- Rotlna A&rvore geradora minima
- Obtém-se RBt. v*, Zzﬂlk)
D- Soluq;u do subproblema P:‘(Hkl
~ Rotina caminho mals curto

13 k
- Obtém-se W , 23{}! ]

3 k k 3
E- ObLém=se Z(M ) = 21 o) ¢ ZB(H | S ZJ"I )
Passo 3- Atunilzaq;o dos parametros
k L
A- Se ZIN ) > Z(H )
. [ % k - k
entao faz-se: ZiR) &= Zin) e H [ e |
k Kk k
B- Se AN ,AB ,Y ,H, sao viAveis para o problema P e tem

custo menor que Z
.

entac faz-gse: 2 — ZIK )

C- Se contador melhorias = contador melhorias limite
-~ 3 -
entac faz-se: Sk &— —, H — L}

contador melhorias &— O

retorna ao passoc 2

D- Critérios de términe (uma das seguintes condigoes])

i | S < E
k 1
K
.2 1o 1P < &
2
3 t 4 [
K 3
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. B e < (>
$ - 4

S Contador iteragoes > contador lleru;;es limite

E- Se alguma condigao de términc é& satisfelta
entao: TERMINA
caso contrédrio: Passe ao passo 4

Passo 4- .\Luallzm;;u dos multiplicadores
A- Faz-se Hk — Min { 0, I{k + LkV(HkI }
f- Faz-se k «&— k + 1 = o
C- Faz-se Contador lteragoes +<— contador iteragoes + 1
D- Reterna ao passo 2
5 - Conclusoes

A relaxacgdo Lagrangeana descrita na segdo anterior fornece um
limite inferior para a solugdc étima, desconhecida, do problema de
projete topolégico de uma interligagio de redes de computadores.
Para este problema € dificil estabelecer a prieri um limite
teérico para o "gap" entre a solugdo oOtima e a melhor solucdo
Lagrangeana. Com a flnalidade de ser capaz de avaliar
empiricamente a qualidade destas solugdes, bem comc de se
estabelecer uma metodologia de projeto, varias heuristicas, que
fornecem solucdes viaveis para o problema, tém sido
desenvolvidas.0 "gap" entre a melhor solugdo viavel encontrada e o
melhor limite inferlor estabelecido & uma estimativa da distancia
desta solugao viavel para o valor o6timo e também por outro lado,
da distadncia do melhor limite inferior para a solugdo 6tima.

Em complementagdc ao trabalhe aqul apresentado gquatro
heuristicas {oram desenvolvidas. Duas baseadas somente em
condicdes estruturais do problema, isto €&, basicamente no fato do
trafego entre duas redes quaisquer ter que ser suportado por todas
as redes e ligagdes existentes no caminho entre estas duas redes.
A idéia bor tras destas duas heuristicas € diminuir este caminho
de modo gque um numero menor de redes e pontes tenham gque suportar
este trafege externo. As outras duas sdo baseadas em procedimentos
de troca de arcos a partir de uma solucio viavel inicial.

No presente estagio estas heuristicas, bem como a rotina de
otimizacdo por subgradiente estdo sendo programadas em Turbo
Pascal 5.0, Ja tendo sido testado um pequeno conjunto de

exemplos, sem que nenhuma observagao conclusiva possa ser feita.
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