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SUMARIO

0 resultado aqui apresentado € o de validade de um algorit-
mo "projecao - diregoes viaveis" que se caracteriza por substituir
no C.F.A. classico a solugao do problema de designagao de fluxos por
um uUnico desvio de fluxo, com passo maximo Sem preocupar-se com a
manutengao de viabilidaue deste fluxo, perante a capacidade fixada

naquela ijteracgao.

Para este algoritmo valem as seguintes observacoes:

(1) tal como o C.F.A.classico (projegao - projegao) computa um
ponto estacionario de Kuhn-Tucker.

(2) a convergencia, em termos de numero de iteracdes e finita.

(3) a cada iteragao resolve-se uma designagao de capacidades e um
desvio de fluxo (parte de uma iteragao para a solugao de desig
nagdo de fluxos) diminuindo sensivelmente o custo de cada

iteragao.

Este resultado & baseado na demonstragdo de que o valor oti
mo do problema de désignacao de capacidades, em fungao dos fluxos
indicados, & uma fung3o quasiconcova e que, portanto, toda diregao
de descida local e diregao de descida global,
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1. INTRODUCAD

A formulacdo tradicional do problema de projeto de redes
de computadores considera que & dado o conjunto N de Jlocaliza-
coes dos nos comutadores de mensagens, a demanda média de trans
missdo de mensagens e suas caracteristicas para cada par (ori-
gem, destino). De posse destes dados busca-se determinar tanto
o rateamento das mensagens (qual o caminho que seguem ou, equi-
valentemente, quais os fluxos de mensagens nos varios canais),
quanto a capacidade de transmissao (velocidade) de cada um dos
canais a serem instalados. Nesta formulacao, pode-se conside-
rar que o conjunto de possiveis interconexdes & variavel de pro
jeto (projeto topologico) ou que & dado (o que & a tonica desta
apresenta; ou seja, o problema de designacao de fluxos e capaci

dades).

Para avaliar o projeto temos que definir critérios, cri-
terios estes gue caracterizaram os pontos focais de abordagem.
Evitando maiores discussoes que podem ser encontradas em GERLA
[1] e HUMES [2], consi&eraremos o implicito problema bicrité-
rio onde as funcoes objetivo sdo custo e tempo medio de encami-
nhamento de mensagem entre origem e destino. Estes critérios
serao modelados por funcoes D(c) = custo dos m canais instala-
dos com capacidades c,, i = 1,2, ..., m, e T(f,c) = retardo
com roteamfntos associado a um fluxo de mensagens f = (f; ....

),

fm)t e capacidades instaladas (c,, €2, ..., C

A notacao acima, pressupoe que existem m canais possi-

veis de interconexido, correspondendo ao projeto toplogico. 0
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projeto topologico corresponde a definirmos o esquema de inter-
conexao entre os nos comutadores de mensagens. Esta definicao
6 naturalmente modelada através de um grafo G = (N, A) onde A,

conjunto dos arcos do grafo G, representa a existencia de ca-

nais de comunicacao entre os nos (comutadores).

Como A & finito, nio ha perda de generalidade em wutili-

zarmos A = {1,2, ..., m} caracterizando os extremos das arestas

por

. R = (. D2 s =0

o)

Note-se que a definicdo acima (Q), implica em nao consi-
derarmos canais cuja origem e destino coincidam (hipotese esta
bastante natural). Na mesma linha, suporemos a(-) injetora

(canais em paralelo sao tratados como canal de majior capacida-

de).

Na medida em que considerarmos os canais fufl-duplex e
formos estudar fluxos & conveniente considerar o digrafo asso-
ciado a interconexao. .Digrafo este cujas arestas orientadas

sao dadas por:

a5 A=+ {lt.5) € W x K}

caracterizadas por

a(i) = {((k, 1), (1, k)} <=> a(i) = {k, 1}

0 conjunto de arestas do digrafo sera indicado por A,
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onde
A= U gali) = a(k)

Considerando como dados:

N={1,2, ..., n} = conjunto de localizacoes de nos co-
mutadores de mensagens, isto &, pontos onde um ou mais dos ca-

nais de comunicacao tem extremos,

g : NxN-+R,_ = demanda média de transmissdo entre os
nos comutadores de mensagem. Tipicamente esta demanda € medida

em kilobits/seg.*,

g : Nx N+ R, = demanda média de envio de mensagens en-
tre os nos comutadores. Tipicamente, esta demanda & medida em

milhares de mensagens/seg.*,

1 :NxN=R__=comprimento médio das mensagens entre’

0S nos comutadores®,

# Por simplicidade de notagao usaremos
353 * q((i, j)), 9 = ziEH EjEN e
agy = a0, D), @ = gy ey aij;
iij = 1001, j)).

Mais ainda, faremos as seguintes hipoteses simplificadoras:

V5.3
]

| B

(homogeneidade no tamanho de mensagens);

v
| - i
e ol 1Y (independéncia de processos);

- a - i "-
953 0, 9 0, para j €
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podemos entao definir o problema de projeto de redes de computa

dores como:

“Dados N e q : N x N~ R_, encontre, se existir, a re-
giao de pontos eficientes (ou um subconjunto desta regiao) em

relacao ao critério (T(f, c), d(c)t, obedecendo as restricoes

rs rs m
(R1) £ € F™® = (Fe R | Iy 1)ea Tk1 = Z1:(1,k)eh Tk

(8 = ) 9!

para (r, s) € N x N (com Q. > 0*;
(RZ) fi5 = I(r o)enxh f;;. para (i, j) € A;
(R3) f; = fq + fyy» para ali) =ik, 1)3
(R) ¥i € A, (£, c5) €Yy = (0, 0} U {lx, y) €RxCy | O sx<yl,
ande C; e dado;

(R5) A @ um conjunto de arcos com extremos em N, gozando, conforme

a formulacdo, de uma propriedade P*.

As restricoes (R1) e (R2) correspondem a modelar um flu-
«0 multicomodidade (mufti-commodity fLow) onde cada tipo de co-

modidade (unidade de transmissdo) & caracterizada por sua ori-

gem e destino.

—_—

# (aso contrario, f:? = 0, para todos os arcos (i, j) € A.
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A restricdo (R3) corresponde a uma modelagem classica pa
ra canais fufl-duplex, onde o sentido em que a unidade de trans
missao percorre o canal nao € determinante de seu efeito no flu

X0.

Em alguns pontos, sera conveniente notar que estamos tra

balhando com vetores f E.aint tais que f € Lir,s)eNxN B

e com
vetores f € R™, onde fy = ?kl + F]k para a(i) = {k, 1}. Porem,
nos reservamos o direito de, a menos de necessidade para a cla-
reza do texto, usar a expressao "f = (f, fo ... fm)t e a soma

de fluxos multicomodidade™.

Note-se que nas condicdes acima nao ha perda de generali

dade em assumir que:
r$§s = q.;s* 0 =5 B Y - 1u € Rzm}

Mais ainda, deve ser claro que em qualquer solucio efi-

ciente
rs rs
Y ik, 1 e'K o V.(r 52 W20 Feq fig = 0

A restricdo (R4) indica que o canal inativo (f; = 0) po-
de nao existir fisicamente (cy = 0) e que, exceto neste caso, 0
grau de congestionamento (f;/c;) e bem definido e pertence ao

intervalo [0,1).

4

A questao de canais inativos poderem nao existir fisica-
mente & complexa ao considerarmos que na restricao (RS5) poderia
nos impor condicoes tais como biconexidade sobre o grafo (N,A).

Uma possivel solucdo para tal questdo seria impor restricoes do
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tipo f; = T; ou c; 2 ©; para i€ A. 0 segundo tipo de restri-

coes pode fazer sentido no caso C, = (0, € 55 € 50 «ons cpi}.

Para evitar maiores problemas, consideraremos A como da-
do e seqguindo a abordagem usual para problemas bicriterio (ver,

p. ex., LIN[3] e [4]), consideremos os problemas abaixo:

E - = m
minimizar £i-1 dj (cil

Eiaq ty (Fyo €4) 5@ Ty 4
PD (Tyny)
MAX
ferF;
minimizar £%_, t; (f;, c;)
Ejag 94 (eg) S Dypy
PT (Dyayx!

f e F;

onde F e o poliedro das somas de fluxos multicomodidades descri
tas pelas restricoes (R1) a (R3) de e estamos conside
rando A = {1, 2, ..., m} dado. Claramente supomos F { . Es-
tes problemas sao denominados problemas de designacao de fluxo

e capacidade (CFA - Capacity and Flow Assignement).

Neste trabalho nos concentraremos no caso C; = [0, =),

chamado de relaxacdo continua ou caso continuo.

Por simplicidade, nos consideramos acima que o custo da

rede é somente o custo dos canais de transmissao, ou mais preci
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samente, a soma dos custos individuais dos canais. Utilizando
a notacao D(+) para o custo total e di(-] para o custo dos ca-

nais individuais, € claro que

D(') = 21-1 d('] .

1
0s custos individuais dos canais siao definidos nos valo-
res possiveis de capacidades (d; : C; = R,), mas, ndo ha perda

em generalidade em supor:

Em termos simplistas, a hipotese acima conflita com, por
exemplo, = Ci = p € N. Neste caso, existiria uma infinidade de
funcoes custo di R, = R+ que retratariam a estrutura de cus-

+

tos restrita as capacidades disponiveis.

Mas, € natural supor que as funcoes d;(-) procurem repre
sentar fenomenos economicos e que desta forma sejam gerados seus

"valores. Assim sendo, suporemos ao longo deste trabalho:

(H1) di(U) = 0 (capacidade nula <=> canal nao instalado

<=> custo nulo);

(H2) 1im di{x) = +» (nao ha limite superior para 0s
1“
custos a menos que as capacidade sejam limitadas);
L
(H3) x > y 2 0 => d;(x) > d;(y) 2 0 (custos monotonica-

mente crescentes);

(Ha) d;(-) @ C” em (0, +=) (com continuidade simples na

fronteira);
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Aléem destas hipoteses usaremos freqgiientemente:

(H5) di{'} e concava ou (H5A) d;(+) & estritamente con-

cavaj

(H6) d;(+) e concava na origem ou (H6A) di(') e estrita-

mente concava na origem.

A nao obrigatoriedade das hipoteses de concavidade esta
associada ao nosso interesse em obter resudtados teoricos sem
estas hipoteses. A hipotese que corresponde a uma tecnicalida-
de € a hipotese (H4). Defendemos fortemente a validade desta
hipotese, no caso geral, pois acreditamos que os modelos de ge-

racao de precos pelos servicos de comunicacao utilizem funcoes

para as quais (H4) vale.

No caso brasileiro, temos

a
d1(x1 = ]i L n

onde
(1) a.g (0, 1), T.€., = OchE=

(ii) 1, depende da distancia em quilometros entre os ex-

tremos do canal de comunicacao.

E interessante notar que este resultado foi obtido ini-
cialmente por analise de tabelas da EMBRATEL e confirmada poste

riormente em contatos com profissionais desta organizacao.

Em relac3do ao retardo, consideramos valida a hipotese

de existéncia de uma forma produto para as probabilidades de



&14

mensagens nos buffeas do nos chamadores de mensagens, ou seja,

(p. ex., ver KLEINROCK [5]):

1
T(f.C}'f
q

I ~3

No caso particular de retardo médio em.redes de filas

M/M/1 teremos

m A m 1 A 1 1 m f
r T = I —L- T - I i = 1
im] a L im] a 1] Ci - fi a iml Ci - f,{

Isto €, para retardo medio em redes de filas M/M/1, tere

mos

£
1
= Pk
As funcoes t; (+,+) ndo apresentam um carater qualquer
por representarem parcelas do fenomeno fisico de retardo. Assim
sendo, ao longo do trabalho suporemos que alumas hipoteses sao

a elas aplicaveis. Estas hipoteses, para i = 1, 2, ..., m, sao:

(H7)* t; : Y = R, onde ¥ = {(0, 0)} U Y, eY, =

-{(f. c)lﬂﬁf'(C}. ti (0")'0=

(H8) t; : Y, = R, & C” (com os devidos cuidados na fron-

teira);

(H9) ¥ M > 0, t; (f, c) = t; (M f, Mc);

% As hipoteses H1 a H6 dizem respeito a estrutura de custos.
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(H10) Y © >0, t. (-, €) : Yni{la, T1agR}I~R_¢8

i
(a) estritamente convexa

(b) monotonicamente crescente (no sentido estrito)

(c) lim_ t, (f, T) = +=.
frc~

(H11) v F (F, «) : Y n{(F, a) | agR}~R &

v

0, t,

(a) estritamente convexa

(b) monotonicamente decrescente (no sentido estri-
to)
(c) lim ty (F, c) = +=,
i
A hipotese (H7) especifica que o grau de congestionamen-
to deve ser menor do que a unidade e que canais nao ativos

(f. = 0) ndo contribuem para nossa medida de retardo (mais ain-

;
da, neste caso, a melhor opcao & a nao instalacao do canal, isto

e, c; = 0).

A hipotese (H8) & meramente técnica e refletida nos mode
los de filas usuais. A'hipﬁtese (H9) de homogeneidade de grau
zero esta intrinsicamente ligada a idéia de que os t; (-,-) sdo
adimensionais retratando a parcela do canal i na composicao de
q T e, portanto, nao podem ser influenciados por "mudancas de

escala” na afericao de c; e fi.

As hipoteses (H10) e (H11) representam o comportamento

natural de sistemas com congestao.

Uma observacdo & que deve ser notado que a homogeneidade

de grau zero implica em descontinuidade em (0, 0). Existem im-
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precisoes na literatura devido a auséncia deste cuidado.

2. RESULTADOS PRELIMINARES

Para os problemas acima definidos, valem os seguintes re

sultados, para a relaxacao continua.

Fato 2.1 PD (Ty,,,) & viavel qualquer que seja Twax O
e PT (Dyay) € viavel qualquer que seja D > D° onde
m

0* = inf ([ d; (f;) | f eF} >0,
im]

Demonstracao: trivial a partir das hipoteses (H1) a

(H4) e (H7), (HB), (H1D) e (H11), notando que
2% = min { f d; (f5) | f e F}.

im]
0 minimo acima indicado e bem definido, pois F € um po-
liedro na forma can&niea Fz{[V (F)] + Ccl e como di(-) e mono
tonica estritamente crescente,

-

0° = inf J 'f di-(fi}lfeF -
Li-'l

~

= inf { ) d; (f,) | felv(F)Ip =

4
L im])

= min i? d; (f;) | fe v (F)] 4]
= |

Para o caso continuo podemos ainda afirmar:

Fato 2.2 Para todo THAx >0 e DMAX > D, 0S problemas
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PT {DHAx) e PD (THAXJ tem solucao otima.

Demonstracao

Apresentaremos a prova em duas partes distintas:
(1) Tpay > 0 => PD (Tyyy) tem solucaniotiss.

Antes de mais nada notemos que a restricao 0 < f; < ¢; po
de ser substituida por f, s Ei ¢, onde Ei e definido por

Tal fato & possivel pois para c; > 0, por (H9)

i ci) &t

i (f; ¢ G ey )

. (=, 1) @ estritamente crescen-

Mais ainda, por (H10), ts

te e por (H7), ty (-,-) 2 0,

Portanto, a restricao (fi' c;) € Y, pode ser substitui-

da por
z .
Mais ainda, se (f, €) € um ponto viavel de PD {TMAKI po-
demos, sem perda de generalidade, impor a hipotese adicional

m
+ +* = b - - —_—
c; < c; onde c; & definido por d (c3) = jEI d; {cj).

A existéncia de c] & garantida por (H1) a (H4).

Assim sendo, PD {THAK) pode ser reescrito como
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minimizar f d; (cy)
im]

(fi.Ci}EKi-{[a.b]]O:aabﬁi:{ci

m
I t; (fioc5) s g TuAx

Claramente Ki € compacto e pofianta 0 conjunto de pontos

viaveis esta contido no compacto K = K, x K; X oo x K.

Mais ainda, por (H8) t, (-,+) & continua em todos os pon
tos de K;, exceto (0, 0). Mas, neste ponto, qualquer que seja
a seqliencia {(ft. c:)}keﬂ’ (f:. c?) € K;, convergindo para
(0, 0), temos

kK k
portanto, t, (+«,*) e semicontinua inferior em K,

Podemos entao, afirmar que ] t. (-,-) & semicontinuain
i=] m
ferior em K e, portanto, {((f, c) € K | | t; (f;, cy) s q Tyax!

e fechado em K e, portanto, € compacto.

m
Como F é fechado e ] d;(+) & continua (H4), segue que
i
estamos minimizando uma funcdo continua em um compacto ndao va-
zio (o ponto (¥, c) viavel, utilizado via axioma da escolha per

tence ao compacto construido). Portanto, existe solucao otima

do problema. [ ]

(ii) DHRK tem solucao otima.
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A argumentacao e similar a apresentada acima, sendo que
a restricao de custo impoe o limite superior nas capaicades, um

ponto viavel gera um retardo utilizado para definir os p

§or Am

=1 ... m, e a compacidade dos pontos viaveis segue da continui

dade das restricoes de custo e de fluxo (lineares).

Como o retardo € limitado inferiormente (t; («,*) 2 0) e
semicontinuo inferior, com a compacidade obtida segue a existen

cia de minimo. [ ]

A importancia deste resultado fica clara ao enunciarmos

o seguinte fato, para o caso continuo:

Fato 2.3 Para todo T > 0, o ponto (T, D*(T)), onde
D*(T) = valor otimo de PD (T)

e um projeto eficiente,

Antes de demonstrar este fato, provemos o seguinte lema

valido para o caso continuo:

Lema 2.4 Para todo T > 0, se (f*, c*) € solucao otima

de PD (T) entao T (f*, c*) = T.

Demonstracao: suponhamos, por contradicao, que

T (f*, ¢*) < T. Entdo podemos diminuir c¥ para ¢, = c} - 8,,

de modo que

to{E, T2« t, (e, ) 4T = T AL", wr)

Isto e possivel por (H11) e (H8).
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Entdo por (H3) obtemos um ponto viavel com custo infe-

rior ao da solucado otima. 0 que & uma contradicao. ]
Com este lema em mente, segue a demonstracao de

Demonstracao de (2.3): suponhamos, por contradicao, que

(T, D*(T)) ndo & eficiente, isto &, & possivel encontrar um ve-

tor (¥. ©)F tal que (F (T, ©), D (T) s (T, D*(T)).

ce T (¥, ©) < T entdo (F, ©) & viavel em PD (T) e
D (Z) = D*(T). Portanto (¥, T) solve PD (T) e por T (F,C) =T,

o que & uma contradicao.

se T (F, ©) = T, entdo D (T) < D*(T), o que negaria a de

finicao de D*(T). Ej

De forma completamente analoga provam-se 0s seguintes fa

tos validos para o caso continuo.

Fato 2.5 Para .todo 0 > D, , o ponto (T*(D), D), onde
T+(D) = valor otimo de PT (D)

e um projeto eficiente.

Lema 2.6 Para todo D > D,, se (f*, c*) & solucdo otima

m
de PT (D), entdo D (c*) = § dy (c3) = D.

iml
As demonstra coes sao omitidas por serem variacoes sim-

ples das provas anteriores.

Estes resultados iniciais correspondem a um aproveitamen

to parcial de peculiar estrutura matematica do problema em estu

do. Sob o ponto de vista de Programacao Matematica de  Grande




Porte, devemos ainda destacar as estruturas de separabilidade,

monotonicidade e conversidades parciais,

As funcoes custo e retardo sdo somas de parcelas atribui
veis a cada canal especifico. As funcoes custo por canal 5a0
monotonicas crescentes e, usualmente, concavas. O0s retardos
por canal sao funco0es que com um argumento fixo sao estritamen-
te convexas e extritamente monotonicas. Mais ainda, se pudéssg
mos desprezar a restricao de retardo, teriamos dois grupos de

variaveis com completa independéncia. Neste caso, a aproxima-

m
cdo continua teria valor otimo obviamente igual a ( [ d; (f;))
iml
caso o problema fosse viavel. Em relacao ao retardo, existe
a estrutura adicional de que t; (-,+) e funcao homogénea de

grau zero.

Este conjunto de consideracoes despertaram o nosso inte-
resse e, em particular, induziram-nos a aceitar a abordagem
usual da literatura, projecao. Note-se que a projecao natural
corresponde a trabalhar alternadamente nos subespacos de fluxos
e de capacidades, resolvendo alternadamente problemas projeta-
dos que sao denominados preblema de designacdo de c apacidades
(CA) (fluxo fixo) e problema de designacao de fluxo (FA) (capa-

cidades fixas). Estes problemas sdo definidos como:

0 problema de designacao de capacidades & aquele obtido
atraves da particularizacao do problema de designacdo de fluxos
e capacidades ao prefixarmos um fluxo multicomodidade. Isto e,
(CA) e obtido a partir de PD (THAX’ ou PT (DMAX]' impondo
Faalt).

Nestas condicoes, obtemos os problemas CD (TMAX) e
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CT (Dy,,) definidos por

MAX

min E di (Ci)

b (T
1

c,eC;ecy> ¥

min '§
im]

T S

1

Note-se que estamos assumindo, sem perda de

de, T > 0.

m
MAX) = E ti (?i' ci) :q THAx

: (s 2)

c;: € Ci ec, > e e Ty s
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y M

generalida-

) problema de designacdo de fluxos (FA) e aquele obrido

straves da particularizacdo do problema de designacao de fluxos

e capacidades ao prefixarmos as capacidades instaladas. Isto e,

(FA) & obtido a partir de PT (D) impondo C, = [Ei}' is=s1, 2,

vass M B D (C) ol E di (Ei)'

Assim sendo, o problema (PA), para ¢ = C, e definido por

m —_—
min E ti (fi. Ci)
=1
f €F

(FA)

cj > f,, para

ie 1 (£)

f; = 0, para ©C;
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onde F € o poliedro de fluxos multicomodidade descrito pelas

restricoes (R1) a (R3) de
Recordando o ja exposto:

rs rs 2m
(R1) 7% € F™® « (T ¢ R? Iz]:“‘.”ea Fih

?'”‘-(é =8 }

' Z1:(1.k)EA kr ks) s

rs s =
(RZJ f"lJ = z(r.SIENXH fiJ. para (1, J) € A.
(R3) f, = fr * fiee para a(i) = {(k, 1},

Note-se que nao ha perda de generalidade em assumir

0 problema de designacao de fluxos & um problema nao-li-
near convexo de fluxos multicomodidade. Apesar de dificuldades
naturais associadas a porte, este problema € bem comportado no
sentido de que para ele teoremas fortes de dualidade (tanto
minimax como Wolfe) sao validos. Mais ainda, todo minimo local

e global.

0 problema de designacao de capacidades tem duas ver-
sges: continua e discreta. No caso discreto, @ um problema de
mochila nao-linear. No caso continuo, o (CA) aparente ter a di
ficuldade de apresentar minimos locais que ndo sao globais (de-
vido a concavidade de d;(-)). exceto no caso simples de custo
lineares. Tais dificuldades sao aparentes e em HUMES [ 2] elas
sao eliminadas com a introducao de uma hipotese adicional. Di-

zemos que vale a hipotese adicional para a estrutura de custos
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e retardos (HA) para o problema de projeto, se

=g, VT P 0, YT > Tyl

d? d
dc’ dl (ci) dc tl (?i' c1] 3
i i
d? ; } d |
. O A e =0 I (.5 <0
B i 1o =4 i i —

ou, mais sumariamente,
d* (8;) t} (T;) - t* () d* (Ty) <0 []

Note-se que se o custo for linear, a convexidade estrita
do retardo e a monotonicidade crescente do custo implica na va-

lidade da hipotese adicional.

E interessante notar que para o0 caso mais estudado na 1i
teratura, que é o de filas M/M/1 com custo dado por power law,

a hipotese adicional (HA) e valida.

Mas, um ponto que devemos ter em mente € que um ponto
(f*, c*) tal que f* resolve o (FA) com Cy = {ct} e c* resolve o
(CA) com F = (f*} ndo & necessariamente sequer um minimo local,

como e afirmado erroneamente na literatura,

3., DESIGNACAO DE FLUX0S E CAPACIDADES UsANDO PROJECAO

No seu classico artigo de 1970, GEOFFRION [ 6] introdu-
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ziu as ideias manipulacao e estratégias, para o tratamento de
problemas de grande porte em programacao matematica. Uma das
manipulacoes destacadas € a chamada projecao, com a qual ja tra
tamos implicitamente ao estudar a utilizacao de programacao di-

namica no (CA) discreto (ver, por exempio, HUMES [4]).

Tipicamente, dado o problema (PTP)

min f (x, y)

(PTP) sujeito a g (x , y) s 0

X € X, yey

a manipulacao de projecao deste problema, sobre o espaco das va

riaveis y, como:
min v (y)
PAP =
( y)

sujeito a y e Y NV,

onae:

V={ye'f|3x-x:g{1.y)$ﬂ]r
v : V=+ R {-»} e definida por
v (¥) = inf (f (x,¥) | e Xe g (x, ¥) < 0}.

A tecnica de projecao € naturalmente aplicavel ao proble

ma de designacao de fluxos e capacidades, desde que seja tomado
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o cuidado técnico do tratamento da restricao ¢ > f.

Basicamente a idéia & que para ¢ = € (ou f = F) para o
qual o problema seja viavel, isto g, ceV(Fev), existe um
limitante superior do retardo e pode-se substituir ¢ > f por

T 2 kf (ou ¢ 2 kF).

0s principais resultados necessarios a uma facil aplica-

cio do método de projecao estao associados aos seguintes fatos:
-

Fato 3.1 Os problemas PD (T) e PT (D), se viaveis, tem

solucao otima tanto no caso C; = [0, +®) COmO no Caso C, -
U't c-'ll' gcip.iﬂl. 2. LU m.

Demonstracao: no caso continuo é repeticao de
2.2. No caso discreto, e obvio pela finitude de capacidades

disponiveis. []

Fato 3.2 Se o ponto (f*, c¢*) € solucao otima de PD (T).-

(PT (D)), entao

fa) c* & solucao otima de CD (T) (CT (D)) com f = f*;
b) f* & solucao otima de (FA), com ¢ = c~.
Demonstracao: obvia. ]

0s fatos acima indicam a existéncia de solucdo otima pa-
ra PD (T) e PT (D) e que, caso usemos projecao sobre as capaci-
jades ou sobre os fluxos, 0O infimo presente na definicao de

y(+) & um minimo.

A abordagem tradicional para.a solucao (ou tentativa de

solucao) do problema de designacdo de capacidades e fluxos e o
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método (CFA) que a partir de um fluxo viavel f° gera a seqiién-

; 1 1 gl
el {leRTt )}ieﬂ,def1n1da por
¢' = solucdo otima do (CA), com f = fi";
f' = solucdo otima do (FA), com ¢ = e

Este método pode ser visto como um de dupla projecio e
e o encontrado na literatura, como p. ex., KLEI:RPCK [5] e

GERLA [ 11].

A consideracao pragmatica de que o custo da solucao do
(CA) e de ordem de grandeza inferior ao da solucao do (FA) nos
leva a sugerir que utilizemos um método acoplando a estratégia
de direcoes viaveis com a manipulacao de projecoes sobre o espa
co das variaveis fluxo. Em termos imprecisos, a partir de um

fluxo viavel f°, gerariamos uma seqiéncia {(ci. t')1 tal

ieN'
que

el solucdo otima do (CA), com f = gi= eF

gl o) e E

com a propriedade de melhora do critério para cada par (fl,ciJ.
isto &, para PD (T), D (¢'*") <D (ci} e para PT (D), T (fi*l.
¢i + 1) < T (), ).

Proporemos a sequir o método desta familia e analisare-
mos seu comportamento para o caso continuo. Por facilidade de
eXpressao usaremos sO a expressao projecao para significar pro-

jecao sobre o espaco das variaveis fluxo.

Para podermos estudar esta abordagem temos que analisar

a existencia de solucoes otimas e o comportamento do valor oti-
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mo do problema de designacao de capacidades, para varios valo-

res de fluxo multicomodidade f.

Para tal indiquemos os seguintes fatos:

Fato 3.3 0s problemas CD (TMAXJ e CT {DHAx) sap viaveis

para

-

l m
» Ty = dnf { § t3 (fpacg) | 6g > Ty o

Taax ,
i=1 >
Cieﬁi'i-'l,z....,m‘
J
. m
Dyay > 0 = inf iEI d; (cy) | ¢, > F; e

L=

c,IGCi"i' 1, 2, ssey W

sendo que para o caso discreto Ty,y = To € Dyay = D, também ?Eo

condicoes de viabilidade. Para o caso continuo (C; = R,), te-
m

mos T, =0eD = pody (fy).

i=]

Demonstracao: omitida por ser trivial no caso discreto,

numa particularizacio de (2.1) no caso continuo e uma simples

constatacao no caso geral. []

Fato 3.4 Se o problema CD (TMAX) (cT ‘Dmnx)) e viavel,

entao possui solucao gtima, tanto no caso discreto como no con-

tinuo.

Demonstracao: omitida por ser trivial no caso discreto

e uma simples particularizacao de (2.2) no caso continuo. [ ]

Na realidade, o resultado (3.4) & valido para o caso ge-
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metodo (CFA) que a partir de um fluxo viavel f’ gera a seqiién-

cia ((c', £')), , definida por

1€

¢! a solucao otima do (CA), com f = f :
f' = solucdo otima do (FA), comc = c'.
Este metodo pode ser visto como um de dupla projecao e

e o encontrado na literatura, como p. ex., KLEI;RPCK [5] ©

GERLA [ 17].

A consideracao pragmatica de que o custo da solucao do
(CA) @ de ordem de grandeza inferior ao da soluciao do (FA) nos
leva a sugerir que utilizemos um método acoplando a estratégia
de direcoes viaveis com a manipulacao de projecoes sobre o espa
co das variaveis fluxo. Em termos imprecisos, a partir de um

fluxo viavel f°, gerarfamos uma seqiéncia {(c', f')) tal

igN?®
que

¢' - solucdo Gtima do (CA), com f = /! ¢ F

el wanl)ens

com a propriedade de melhora do critério para cada par (f', c¢').
Isto e, para PD (T), D (ci") <D (c') e para PT (D), T (f'*'.

¢+ 1) < T (f'y ).

Proporemos a seguir o método desta familia e analisare-
mos seu comportamento para o caso continuo. Por facilidade de
expressao usaremos sO a expressao projecao para significar pro-

jecao sobre o espaco das variaveis fluxo.

Para podermos estudar esta abordagem temos que analisar

a existencia de solucoes otimas e o comportamento do valor oti-
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ral onde C, é fechado, o que pode ser demonstrado com peguena

variacdo nos argumentos da demonstracao de (2.2).

Entre os dois problemas CD(+) e CT(:) hd fortes relacoes
no sentido de que ambos sao condicOes necessarias de otimalida-
ie para PD(+) e PT(+), portanto ambos sao condicoes necessarias
para Pareto eficiéncia de projeto e valem os analogos triviais

de (2.5) e (2.6).

0 caso continuo nos permite um conjunto de resultados
mais potentes. Portanto, ao longo desta secao, faremos a hipo-

tese C, = R_. Por exemplo, nestas condicoes

Fato 3.5 Para uma solucao otima de CD (TMAX) (cT (DHAX))

a restricao de retardo (custo) & obedecida com igualdade.

Demonstracao: omitida por ser particularizacao de

Fato 3.6 Sob a hipotese adicional HA, as funcoes Vo e
Ve abaixo definidas sao convexas, subdiferenciaveis e semicon-
tinuas inferiormente, onde:

.

vp ¢ (TER | T> 0} - R € definida por:

fa) :
ci > Ty

vy : (DeR|D>D}-RE definida por:

(D) = inf t, (Fas i) de lcs) S D® ¢y > ¥yt
'f a1 Lot 5ot Ty
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Demonstracao: Vide HUMES [ 2].

Esta propriedade foi verificada empiricamente no pionei-
ro trabalho de GERLA [ 1] para redes de filas M/M/1 com custos

m
do tipo ( § 15 c?). onde a ¢ (0, 1).

i=]
Esta forte propriedade de convexidade e subdiferenciabi-
lidade, levou-nos a esforcos grandes (e mal-direcionados, em
nossa presente opiniao) para obter solucoes do problema por es-

quemas proximos as idéias de decomposicao de Benders.

Estas ideias parecem-nos mal direcionadas, pelo menos se
acopladas a projecao usual, pois Benders esta ligado a presen-
ca de suportes convexos e, portanto, a subdiferenciabilidade (se
impusermos suportes diferenciaveis ou subdiferencidveis) e, por
tanto, a convexidade. Convexidade esta, cuja principal caracte

ristica e a "globalidade” de minimos locais.

Estes comentarios torna-se-ao mais claros perante o pro-
ximo fato e seu uso posterior. Antes, porém, de podermos enun-
ciar o fato significante, ha que introduzir a definicao imedia-

tamente abaixo:

Definicao 3.7 As funcoes custo otimo D* (+,+) e retardo

otimo T* (-,+) em funcdo do fluxo e, respectivamente, do retar-

do maximo e do orcamento maximo sao definidas por:

D% (£, T) = inf (E; 1(p) di.(cy) | Lierte) & (Fincd saTe
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c, >f, para ig I(f) ,

onde

1(F) = {i e A | f; > 0).

Por conveniencia, nos trabalharemos somente com pares
(f, T) € F x R_, e com pares (f, D) -Fx {x€ R| x Lier(f) 9 (f5) ).
Nestas condicoes, o <inf presente em ambas definicoes torna-se

um minimo.
Com estas definicoes em mente, podemos afirmar:

Fato 3.8 Para todo real estritamente positivo T, a fun-
cdo D* (+, T) : F = R & concava. Mais ainda, se vale (H5A)
(custos estritamente caoncavos), entao D* (-, T ) € estritamente

concava em F.

Demonstracao: ha varias formas de provar este resulta-

do, mas a que consideramos mais simples e interessante € aguela
em que tratamos o problema CD (T) como sendo um de designacao

de graus de congestionamento p; = f./cC;.

£ trivial verificar, usando (3.4) que
v feF,YT>0,

0* (F, T) = min (z;(p) 95 (i) | Lyeuqpy & (Fioci) sQT e
fy > ¢c; para ie I(f)}
= min {igpeey 95 (F3/00) | Bigree) & (05, 15 @ Thax @

pg - (0, 1) para i€ I(f))
= min {E gy 94 (Fy/0g) | o € RO (F)}



4633

onde

RO (f) = (p g R™ | e

Lier(f) bi (pyo 1) = Tyay

p; € (0, 1) para i =1,2, ..., m)
Para tal constatacao basta lembrar que
¥ x - (UI-T)I d-IJ[OJ!x} = di (u) o ut i = ‘l 2. seey M por {H)-

Portanto, V 2 ¢ (0, 1), ¥ (f*, f2) ¢ F x F convexo;

f! = f?, se utilizarmos a notacdo f (A) = A f' + (1 - 1) f*, te

mas
: |
D* (f (A), T) =min ¢ ] d; (f; (A)/p;) | o € RO (f(A}j :
i=]
Mais ainda, V i e I (f (1)) =1 (f*) y I (f?), e
¥y z¢e (0, 1) :
d; (Fy (A)/2) 2 % dy (F3/2) + (1 = 2) d, (F3/2)  (por
(H5))

Note-se que, se (H5A) vale, a desigualdade estrita vale
e que para i1 ¢ I (fl)' di (f; (rA)/z) = 0.

Portanto, como

(1 (£ (X)) =1 (£2) u I (f£2) => RO (f')e RO (F (A)),

i=1, 2,

segue que



m
D* (f (A), T) + min {1 Adg (Fi/pg) + (1 - 0) d (F/v5) | » € RO (F mz}
- im]
. \
min Iizi d; (f;!q'i) | weRO(f (\i-}J

: \
e (1-2) y 1 d; (Fizeg) | o € RO(F (X))

iml _J

S A D" (F*, T) « (1 - 2) D= (£2, 7)

Sendo que a primeira desigualdade & estrita caso (HS5A) va-

ha. [

£ interessante notar que as Unicas propriedades de F uti
lizadas foram convexidade de F e que f ¢ F ~ f = 0. Tlortanto,
o resultado acima enunciado para D* (-, T) : F - R & valido pa-

ra 0% (-, T) : RY

+ R.
Esta constatacdo € a base para a seguinte afirmacao:
Fato 3.9 Para todo real estritamente positivo T, para

toda particao (I, J) de (1, 2, ..., m},

D* (-, T) = {f ¢ R" | f,>0 para iel, e f; =0 para
iegd) -R

& continua e superdiferenciavel.

Demonstracdo: no caso I = {1, 2, ..., m} e J Z g, o re-

sultadd seque trivialmente do fato de que funcoes concavas defi

nidas em abertos sao continuas e superdiferenciaveis.

Para o caso J nao vazio, o raciocinio e o mesmo utilizan

do-se como espaco o subespaco linear (f € |k fj =0 para

&34
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j € J} e o interior relativo a este subespaco,'sendo que as

coordenadas j (j € J) do supergradiente sao indeterminadas. [ ]

A restricao de trabalharmos com fluxos f com exatamente
as mesmas componentes nao nulas nos permite enunciar um resulta

do de concavidade estrita no caso de custos lineares e redes de

filas M/M/1:

Fato 3.10 No caso de custos lineares & redes de filas

M/M/1, a funcao
D% (=5 T) : If € F | t; = Dec=atiig gli> R

e C” e estritamente concava, para todo real estritamente positi

vo T.

Demonstracao: vide HUMES [ 2].

0 Fato 3.10 permite-nos reforcar parcialmente (3.8J.enug

ciando

Fato 3.11 No caso de redes de filas M/M/1, a funcao
D* (+, T) : {feF | fy=0<=Je J}

pe estritamente concava.

Demonstracao: sem perda de generalidade, suponhamos

1 (f) ={1,2, ...,m}para fefF=(feF | f; =0c<>je¢gJl.

sejam (f*, f2, x) € F x F x (0, 1) e c* a solucao otima

de CD (T) para f = £ (A) = A f* + (1 - A) f2.



636

Claramente c* € R™ e, portanto, D (c) e superdiferencia

++

vel em ¢*, pois, por (H5), D(-) e concava. Nestas condicdes,
¥ c g R" D (c) D (c) =D (c*) + <y, c-c*.
Por (3.10),
D, * (A f1 + (1 - ) f2, 7T) > A D * (fF, T) +
+ (1 - ) D, * (£2, T)
PR (2, T (et ahnm (2 T)

onde

m
D, * (f, T) = min {0 (c) | 1 oty (fy.c) 5qT e

i=1,2, .., m}
e, claramente,
D, * (A F1 00 T e 0 (Xt a1 ) £ T)

e, portanto, segue a tese. [ |

No presente ponto, duas questoes tornam-se naturais: 0
que podemos afirmar sobre T* (+, D) e qual o comportamento de
p* (-, T) T* (+, D)) quando alguma componente do fluxo anula-

se.
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Quanto ao comportamento de T* (-, D)) os resultados obti
dos nao sao tao fortes guanto os obtidos para D* (-, T)). Esta
afirmacao e de certo modo frustrante, pois as funcoes TI* (-, D)

e D* (-, T) estao intimamente ligadas por:
Fato 3.12 Para todo f ¢ F, valem as seguintes relacoes
{a) ¥ T 50, T~ {f DO Pyl
(b) Y D>D (f),,0* (f, T* (f, D)) =D

Demonstracao: trivial a partir de (3.3) e (3.4). []

A Unica aparente assimetria em (a) e (b) acima € a impo-
sicao de D > D (f). Esta assimetria torna-se presente ao consi
derarmos combinacoes convexas de fluxos, pois, excessao feita
ao caso linear (custos lineares), nao podemos afirmar que
{(feF | D(f) > D} & convexo. Intruitivamente, afirmariamos o
oposto, isto €, que se 0S custos sao estritamente concavos,
existiriam sempre (f‘,.f’) - F x F tais que D (fi) > Doy oF = 1,
2eDI(0,5f* + 0,5 f?) < D. Em termos mais precisos, podemos

enunciar:

Fato 3.13 Para todo real (positivo) D, 0 conjunto

{(fefF | D(f) 2 D} € convexo.

Demonstracao: trivial pela concavidade do custo (H5). []

Com estas consideracoes, podemos apresentar uma versao

mais fraca de (3.8), a qual e:

Fato 3.14 Para todo real D > {inf D (f) | f € F} a fun-
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1*ﬁ(-.o):|ferlnj-n
€ quasiconcava, isto ¢, sendo
A={feF | DI(f) <D},
i Z I N A)ehxﬁ-x (0, 13 ¢ (X 2% (1 « X) £2) e A
T* (A £ « (1 -2) 2, 0) 2 min (7" (', D)).

iml, 2

Demonstracao: por simplicidade, utilizamos

AR I R R (I
T, =T~ (f (A), D),
onde

f (A) + 2 f2 + (1 - A) f£2

Suponhamos, sem perda de generalidade, T* < T? e que,

por contraadicao, existe A, tal que TA < T* s T2, Entao
D= D* (A f's (1 -2)f2, 7,) (por 3.12)
2 A D" (£, Tl) + (1 = ) bD* (f?, T,) (por 3.8)
# A D0* (f*, T) « (1 - 1) D* (F%, T?) (pois T, «T* 51%)

=0 (por 3.12) []
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Note-se que com o mesmo raciocinio de (3.14) podemos enun

ciar:

Fato 3.15 Para todo.real D > inf (D (f) | f € F}, a fun

T* (+, D) : {feF :D(f) <D} R

€ estritamente quasiconcava.

Demonstracao: omitida por ser idéntica a (3.14), substi

2 1
tuindo {Tk 5T ¢ T#). [j

A questao natural que surge € sobre a quasiconcavidade

de T* (+, D) em F.

Claramente, se (f*, f?) goza da propriedade D {fi) 2 D,
por (3.13) ¥ A € (0, 1), £ (x) =2 f* + (1 - A) f? goza da pro

priedade D (f (x)) 2 -D.

Neste caso, com a convencao (+= 2 +=), a caracterizacgao

de quasiconcavidade mantem-se.

Portanto, nos interessa o caso onde D (f') < D @

D (f?) 2 D. Neste caso vale:

Fato 3.16 Sejam (f*, f?) ¢ F, tais que D (f') < D e
0 (f2) z D, entao: existe x € [0, 1), tal que

(5) D X ifY & [F =) $2) <iD 2= % 5y

(i1) D (X £ + (1 - %) £2) = D.

Demonstracao: trivialmente, pela continuidade de D(-),
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A=I(Agel[0, 1) | D(xf*+ (1 -2)Ff2) = D}

+e fechado.

Pela continuidade de D(+) e por D (1 f' + (1 - 1) f2) <D,
A possui limite superior menor que ! e, portanto, € bem defini-
do

X =sup{regAl <1 e D(X f'+ (1 -X%)fF%) =0 [

Fato 3.17 Nas condicoes de (3.16), J € > 0, tal que

SaAaRE N e ),  TE (€ N) DY > T (f:. D).

Oemonstracdo: como D (f?) > [ (f'}), podemos assumir, sem

perda de generalidade, que f} > f} e, portanto, f, (A) & decres

cente com X.

Consideremos ¢ definido por
t, (f, (0,5 (1 +X)), €) = T* (£, D),
cuja existencia & garantida por (HB) a (H11), e seja

d, =d, (¢) >0, pois f] > fl 20

Seja D' =D - d,.

Pela continuidade de D(-) e pela definicao de A e X,

como em (3.16) segue que J ¢' > U,'tal que



A6 (T, T ol D>DBIEEL2)) D"

Tomando ¢« = min {c*, 0,5 (1 - %))}, temos que, sendo

c* (1) a solucao otima de CY (D),
T* (f (1), D) 2 t, (¥, (A). cf (A}),
d, (c2 () <D -D(f(2)) D-D" =d,.

Portanto, c* (A) < c.

Como f, (1) & decrescente com A, ¥ A € (X, X + €]
T* (f (A3, D) 2t (f, (1), c7 (1))

>t (f

(0,5 (1 + X), 7 (1))

1
> t, (F; (0,5 (1 + X, )
= T* (f*, D) ]

Utilizando (3.16) e (3.17) e facil provar que

Fato 3.18 Para todo real (positivo) D, a funcao
T(~.0) :F~Ry{ =}

e estritamente quasiconcava.

Demonstracio: omitida por ser trivial. []
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0 resultado aparentemente desejavel de que T* (-, D) fﬁi
se concava e falso em geral, como pode ser verificado com um

exemplo simples no caso de custos lineares e redes de filas

M/M/1.

Estes fatos aparentemente bizontinos, nos permitem apre
sentar um algoritmo mais simples que o de dupla projecdo e que
possui a propriedade de convergéncia em um numero finito de pas

50s.

A base deste algoritmo € apresentada pelos fatos que se

segquem.

Fato 3.19 Seja C a solucao do CT (D) (CD (T) com f = F).
Se para o (FA), comc = C, existe uma direcao de descida no
ponto T, entdo esta & uma direcdo de descida para T* (+, D)

(D* (=, T)) no ponto f = T,

Demonstracao: .a demonstracao para T* (-, D) e calcada

no fato de que uma queda de retardo para direcoes de descida.

A demonstracao para D* (+, T) @ consequéncia do fato de
que se existe uma direcdo de descida, para o ponto f = T, no

(FA) com¢c = C
D* (F + A h, T) sD (C) =D* (F. T)
T(?i-)lh.E)(Tl

para A em uma vizinhanca da origem e A > 0. []

Fato 3.20 Seja w : F + R uma funcdo quasiconcava em F
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e seja h uma direcao de descida para w(+) em f € F. Isto e,

3 (X, h) € R,, X (F « F), tal que

(4)'¥ X € [0, %3, (T = Ahe . F

(ii) ¥ x € [0, X1, w (F + A R) < w (F),
entao ¥ A 20, tal que (F + A h) € F
w (T + 2 h) <w (T).

Demonstracao: supondo, por contradicao, que 3§ o > O0:

(F +a R) €F
w (f +ah)2w/(f),

entao existe p € [0, i], tal que
wip(F+ah) +(1-p)F)2wl(f),
0 <pac<X

o que gera a contradicao. [ ]

A relevancia do Fato 3.20 e clara se lembrarmos que
T* (-, D) & quasiconcava em F e D* (-, T) & (estritamente) con-

cava e portanto quasiconcava em F.

Nestas condicées propomos o seguinte método:
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Método 3.21 Seja f° um fluxo viavel no problema de de-

signacdo de capaicades (isto &, D (f*) > D para PT (D) ou

T >0 para o PD (T)).
passo 1) Normalizacdo

Encontre ¢’ solucdo do problema de designacao de capaci-

dades.

para ¢ = ¢°, para todg par (r, s), comq.. > 0, encontre
uma arvore de caminho mais custo, com distancias

= para a(i) =
3fi

ey " %1k " %4
O {1 s T | R

Envie todas as mensagens de k a 1 pelo caminho mais cur-

to encontrado, para todos os pares (k, 1). Caso esta seja a -

situacao com o fluxo f°, pare. Caso contrario, chame o fluxo

obtido de f'.
2asso 2) Melhora

Para o fluxo f‘, i 2 1, encontre c‘ uma solucao otima do

CA. com f = F'.

i e i .
para ¢ = ¢ , encontre, se existir, uma arvore de cami-

nhos mais curtos para q.. > 0, que nao seja o roteamento asso-

ciado a §f' (a métrica usada e):

i i
. hf B
b J' J para a(j) = (k, 1)

a = Q = =
k1 1k i atj
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e cujo caminho mais curto indicado seja estritamente melhor que
0 associado ao atual roteamento.

Se nao existir tal arvore, pare. Caso contrario, altere
»

o fluxo para que os caminhos mais curtos sejam obedecidos. 0

novo fluxo & f'*',

Retorne parao passo 2. [

Fato 3.22 0 metodo proposto em (3.21) converge em um nu

mero finito de passos para o ponto (f, C), tal que:
(P1) © e a solucao otima do (CA), com f = ¥:
(P2) T @ a solucao otima do (FA), com ¢ = c.

Demonstracao: apos a normalizacdo, os fluxos f°, i 2 1,

estao associados biunivocamente a arboresceéncia do grafo G.

Como as arborescéncias s3o em numero finito e a cada pas
so a funcao objetivo do problema & diminuida estritamente, o mé

todo para em um numero finito de passos.
Analisando as regras de parada, seque a tese. [ |

0 metodo (3.21) € essencialmente um método similar ao
simplex. Além da garantia de convergéncia e a aparente ndo ne-
cessidade de (HA), o metodo apresenta uma grande vantagem sobre
o metodo de dupla projecao, que @ a de nao implicar na solucao

do (FA).
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Esta vantagem & a substituigao da solugao do (FA), que exige uma série
de iteracOes, onde, em cada uma, devem Sser cons truidas (5) arvores de
Dijkstra e uma busca unidimensional, pelo conjunto de uma diregao
de descida. Usando a idéia de desvio de fluxo, este ultimo computo
exige, no pior caso, ‘g) arvores de Dijkstra.

E importante notar que em Kleinrock (5], a semente desta
jdéia estd presente, quando ele recomenda desvio total de fluxo.
Infelizmente esta idéia apligada a solugao do (FA) pode levar a per
da de viabilidade, além de nfh reduzir o nimero de desvios de fluxo
a um so, como aqui & feito.

Um ponto de aceleragdo ao algoritmo de desvio de fluxo seria
a utilizacdo de arvores prévias para auxiliar a construgao das arvo
res seguintes. Tais idéias foram implementadas por Bezerra [07], mas
ainda ha uma esperanca de melhoria sobre este aspecto.

A facilidade do processo de encontrar a diregdo de maxima
descida sugere naturalmente o caso do algoritmo "steepest decent®,
apesar de que em geral este método seja criticavel quando compara-
do a métodos de segunda ordem, para a minimizagao correspondente a
(FA). Para especificar completamente o algoritmo, s0 resta especi-
ficar a busca unidimensional, 0 usual na tradig3o de Zoutendijk @
buscar o minimo a logo da semireta (5+1E). com a restrigao de viabi
lidade. Como sabemos que lim,i*zi{ilq,iil' *=, a viabilidade prati-
camente restringe-se a manter #;20, <=1,...,m , 0 que € automatica-
mente garantido, com r<J, E interessante notar que nos casos roda-
dos sobre os exemplos da rede LARC, obtivemos consistentemente A=] .
Tal n3o ocorreu em exemplos gerados aleatoriamente.

Em geral, recomendariamos o uso da regra de Armijo, basea-
das nas experiencias relatadas por Polak-[B].

Apesar de sua simplicidade teorica, a solugao do (FA) tende

a consumir ordens de grandeza de tempo a mais que a solugao do (CA).



IV - Comentarios finais

A utilizag3o do método proposto simplifica a solugao do pro-
blema de designacgao de fluxos e capacidades, no sentido de encontrar
um ponto estacionario de Kuhn-Tucker, mas a constatacgao de “concavi
dade” nas fungOes T*(-,D) e D*(-,T) & clara indicagao da existéencia
de minimos locais. Em particular, quando o fluxo fisico restringe-se
a uma arvore (m=n-1 e grafo conexo), pode-se provar (2] que estamos
em um minimo local.

Assim sendo, maiores resultados orientados para encontrar
a solugdo de PD(T) ou PT(D) ainda ndo existem afora a recomendagao
de Gerla[1] de utilizar varios pontos iniciais vidveis e a esperanca
de obtermos resultados positivos seguindo as idéias de Tuy et alli
(9], em particular, no caso de custos lineares e filas M/M/1.

Consideremos entretanto interessante neste trabalho a jungdo
de intuic3o encontrada nos escritos de Gerla (1] e Kleinrock (5], com
o tratamento formal dado a funcdes valor otimo dependendo de argumen

tos do problema, levando a algoritmo mais simples e eficiente, nas

linhas de projegdo - direcgoes viaveis, como sugerido em Geoffrion.
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